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In diesem Dokument sind Erginzungsnotizen aus der mittwochs Ubungsgruppe fiir Analysis II / Som-
mersemester 2022 an der Universitat Leipzig.
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Aufgabe 3-1.

Fiir diese Aufgabe seien gegeben:

® g <bin R;

® f g:[a,b] > R mit g Riemann-integrierbar, g > 0 iiberall, und f stetig.

Also sind f, g beide Riemann-integrierbar (siehe VL).

3.1 Behauptung. Es ezistiert ein & € [a,b] so dass SZ fgdx = (&) SZ gdx —

Beweis (von Behauptung 3.1). Da [a,b] kompakt ist und f stetig ist, realisiert f sein
Infimum und Supremum auf [a,b]. D.h. es existieren x_,x € [a,b], so dass

M- = infa:e[a,b] f(l') = f(‘E—) €R,

My = Supyepy f(2) = f(zi)eR.
Also —0 < M_ < f(z) < My < oo fiir alle = € [a, b]. Per Monotonie des Integrals und da
g = 0 und f sowie konstante Funktionen Riemann-integrierbar sind, gilt

b b
JM_gdx < Prgde < JM+gdx.

— —
M_ Szgdx: =M, Szgdx

(3.1)

Da g > 0 iiberall, gilt {"gdz > 0. Falls {* gdz > 0, kénnen wir in (3.1) iiberall durch

b
diese Zahl teilen und erhalten c i= Ssbfgigd‘f € [M_, M. Falls §* gdz = 0, dann folgt aus der

o.s. Einschdtzungen 0 < SZ fgdr <0 und damit SZ fgdx = 0. In diesem Falle setzen wir
ein beliebiges c € [M_, M. ]. In beiden Féllen sieht man

Sngd:E = C-Sf:gd:v (3.2)
fiir ein ¢ € [M_, M,]. Da f stetig ist und die Werte M_, M, realisiert, existiert laut des
ZWS ein ¢ € [a,b] mit f(£) = c. Eingesetzt in (3.2) erhalten wir die Behauptung. [

Aufgabe 3-4.

Fiir diese Aufgabe seien gegeben:
® g <bin R;

® w: [a,b] — [0,0) eine Riemann-integrierbare Funktion.

3.2 Behauptung. +/w st Riemann-integrierbar. —
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Idee: Wir miissen zeigen, dass Oz (w) — Uz (w) - 0 fiir bzgl. Feinheit der Zerlegungen Z von [a, b]. Als

naiver Ansatz wollen wir die Ungleichung
|«/y2 = «/y1| < \Z%%il}y‘—l < %\/min{yl,yg}—lwz — y1| (3.3)

fiir y1,y2 € (0,00) ausnutzen. Doch sofort erkennen wir das Problem: min{yhyz}f1 ist nicht nach oben
beschrankt.

Hierfiir gibt es einen kleinen Fix: wir verschieben die Funktionswerte um eine beliebig kleine positive Zahl,
€ > 0, zeigen, dass v/w + ¢ Riemann-integrierbar ist, dann lassen wir ¢ — 0 tendieren und Verwenden das
Resultat: der (durch gleichmaBige Konvergenz erreichbare) Grenzwert Riemann-integrierbarer Funktionen

ist wiederum Riemann-integrierbar.

Beweis (von Behauptung 3.2). Sei ¢ > 0 beliebig. Fiir alle Zerlegungen 7 =
(xo,21,...,2n) von [a,b] beobachte man unter den Definitionen I; := [x;,2;41] und
(SCCZ‘ = (CCZ‘_H — .Z‘,)

=2

Oz(Ww+e)=Uz(vw+e) = S (sup w(z) +¢e— 1nf«/ > oz

z€l zel;
1

[supw(x) + e — , /inf w(x) + ¢ | - dx;
zel; zel;
We11 v/ (+) + € stetig ist

63 &1
< ( supw(x) + ¢€) — (inf w(x) + 8)) - 0;
x€el; $EI¢

— 2\/e
N—
= (sup w(z) — inf w(m)) - 0x;
xel zel;

=0
= 3 (OZ() Uz(w)).
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Kraft dieser Einschitzung erhdlt man aus der vorausgesetzten Riemann-Integrierbarkeit
von w:

0 < limsupz(Oz(vw +¢) —Uz(vVw+e¢)) < ﬁlimsupz(oz(w)—(/z(w)) = 3

<
o

Also limsup,(Oz(vw+¢) —Uz(vyw+¢)) =0. Also Oz(vw+¢)—Uz(v/w +¢) - 0.

Darum stimmen untere und obere Summen von /w + ¢ iiberein. Definitionsgemaf ist
vw + € Riemann-integrierbar fiir alle £ > 0.

Beachte auflerdem, dass

[(w(z)+e)—w(z)|

o Vo) 2 = VG < s YA,
=  SUDge[a,b] WJFF

X e _ _

SUPze[a,b] Vetvo

sodass auf [a,b] das Netz (v/w + ¢).~0 gleichméBig gegen /w konvergiert fiir ¢ — 0. Laut
Vorlesung ist 4/w somit Riemann-integrierbar. |

<

!"'Wenn man mit Netzen nicht zurecht kommt, reicht es hier schon mit einer Folge aus: fixiere irgendeine Nullfolge
(En)nen, dann sup,e(q ) [vw(T) + en — \/w )| <en — 0.
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