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Aufgabe 2-1.

Fiir diese Aufgabe seien gegeben:

® o <bin R;

® f g:[a,b] > R mit g Riemann-integrierbar, g > 0 iiberall, und f stetig.

Also sind f, g beide Riemann-integrierbar (siehe VL).

2.1 Behauptung. Es ezistiert ein & € [a,b] so dass SZ fgdx = (&) Sngx —

Beweis (von Behauptung 3.1). Da [a,b] kompakt ist und f stetig ist, realisiert f sein
Infimum und Supremum auf [a,b]. D.h. es existieren z_,x € [a,b], so dass

M- = inf:z:e[a,b] f(l') = f(.%_) € R;

My = Supyepey f(x) = flos)eR.
Also —o0 < M_ < f(z) < M4 < oo fiir alle x € [a, b]. Per Monotonie des Integrals und da
g = 0 und f sowie konstante Funktionen Riemann-integrierbar sind, gilt

b b
JM_gdx < Pfgdr < JM+gdx.

a

(2.1)

M_ Szgdx: =M, Sngx
Da g > 0 iiberall, gilt Sngx > 0. Falls SngJ: > 0, kénnen wir in (3.3) iiberall durch

b
diese Zahl teilen und erhalten ¢ == Ssbfgigd‘f € [M_, M,]. Falls §’ gdz = 0, dann folgt aus der

0.s. Einschadtzungen 0 < SZ fgdr <0 und damit SZ fgdz = 0. In diesem Falle setzen wir
ein beliebiges c € [M_, M. ]. In beiden Féllen sieht man

a

Sngd:E = C-Sf:gd:v (2.2)
fiir ein c € [M_, M,]. Da f stetig ist und die Werte M_, M, realisiert, existiert laut des
ZWS ein ¢ € [a,b] mit f(£) = c. Eingesetzt in (2.2) erhalten wir die Behauptung. [

Aufgabe 2-4.

Fiir diese Aufgabe seien gegeben:
® g <bin R;

® w: [a,b] — [0,0) eine Riemann-integrierbare Funktion.

2.2 Satz. \/w ist Riemann-integrierbar. =
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Idee: Wir miissen zeigen, dass Oz (yv/w) — Uz(v/w) — 0 fiir bzgl. Feinheit der Zerlegungen Z von [a,b].

Angesichts der Riemann-Integrierbarkeit von w, reicht es offenbar aus, ein passendes Verhaltnis zwischen
den Netzen (Oz(v/w) — Uz(+v/w))z und (Oz(w) — Uz(w))z zu finden. Als naiver Ansatz wollen nun die
Ungleichung

WViR—val < JEGE < dvmin{i v —ul (2:3)

fiir 1,92 € (0,00) ausnutzen. Doch sofort erkennen wir das Problem: min{y,y2} " ist nicht nach oben
beschrankt.

Hierfiir gibt es einen kleinen Fix: wir verschieben die Funktionswerte um eine beliebig kleine positive Zahl,
e > 0, zeigen, dass v/w + € Riemann-integrierbar ist, dann lassen wir ¢ — 0 tendieren und verwenden das
Resultat: FEin (durch gl. Konvergenz erreichbarer) Grenzwert Riemann-integrierbarer Funktionen ist

wiederum Riemann-integrierbar.

Beweis (von Satz 2.2, Ansatz I). Sei ¢ > 0 beliebig. Fiir alle Zerlegungen 7 =
(xo,21,...,2n) von [a,b] beobachte man unter den Definitionen I; := [x;,2;41] und
(SCCZ‘ = (xz’-&-l — .Tz)

=2

Oz(Ww+e)—Uz(vw+e) = Y (sup w(z)+¢e— 1nf«/ > 6z

z€l zel;
1

[supw(x) + & — /mfw )+e |-z
zel; zel;
We11 «/ -) + ¢ stetig ist

(23) N1

I (6puto) +9) - (f wio) +2)) -

x€el;

Il
T

A

[\
—_
m

_ N;GWM@_mwm>&i

xel zel;

0
= 5.2(0z(w) = Uz(w)).

Kraft dieser Einschitzung erhdlt man aus der vorausgesetzten Riemann-Integrierbarkeit

von w:
0 limsup,(Oz(vw +¢) — Uz(v/w + ¢))

2%/5 limsup,(Oz(w) — Uz(w)) = 27\1/5 0.
Also limsup,(Oz(vw +¢) —Uz(v/w +¢)) =0. Also Oz(v/w+¢) —Uz(v/w +¢) — 0.

Darum stimmen untere und obere Summen von /w + ¢ iiberein. Definitionsgemafl ist
v w + € somit Riemann-integrierbar fiir alle € > 0.

<
<

Beachte auflerdem, dass

SUPge[a,b] ’\/w + €— \/w = SUDg¢[q,b] %
= SUDgg[q,b] m i \/ﬁ
SUDze[a,b] \/@-&-ﬁ = Vg,
sodass auf [a, b] das Netz (v/w + ¢).~0 gleichméBig gegen /w konvergiert fiir ¢ — 0. Laut
Vorlesung ist y/w somit Riemann-integrierbar. |

<

"'Wenn man mit Netzen nicht zurecht kommt, reicht es hier schon mit einer Folge aus: fixiere irgendeine Nullfolge
(€n)nen, dann sup,cp, 41 [vw(T) +en — \/w )| < /En — 0.
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Die Idee im vorherigen Ansatz kann man vereinfachen. Folgende Herangehensweise kommt von
Tobias Habacker. Zunédchst benotigen wir eine Einschdtzung:

2.3 Proposition. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann fir alle 0 < a < 8 < w0 gilt /B — ya <
max{e (8 —a), e} <e B —a)+e.

Beweis. Falls \/B < ¢, so gilt max{e (3 — a),e} = ¢ > /B = /B — +/a, also gilt die
Ungleichung. Falls v/ > ¢, so gilt

B-vE -
< B
=B
< D) -a)
< max{e (B —a),¢}.

Darum gilt die erste Ungleichung in allen Féllen. Die zweite gilt, weil fiir alle r, s € [0, 00)
entweder max{r, s} = r <r + s oder max{r,s} = s <r + s gilt. [

Dies konnen wir verwenden, um die Ober- und Untersummen von /w ohne Modifizierung von
w einzuschatzen.

Beweis (von Proposition 2.3, Ansatz II). Sei ¢ > 0 beliebig. Fiir alle Zerlegungen
Z = (xg,x1,...,xy) von [a,b] beobachte man unter den Definitionen /; := [z;, x;41] und
5ZEZ' = ($i+1 — .IZ')Z

N—
Oz(Vw) = Uz(vw) = Z <“/22}?w(x)_“/irel£w(x)> - 0

(a alog zu Ansatz I)

< ;} (s_ . (ig}ow(r) - ;gf w(x)) + 5) o
wegen Proposition 2.3
N-—
= ' (Oz(w) - Z (Tip1 — 1)
= & (0z(w) = Uz(w)) + ( — )
= & (0z(w) = Uz(w)) +e- (b—a).

Da dies fiir alle Zerlegungen, Z, von [a,b] gilt und w Riemann-integrierbar ist, gilt
(Oz(w) — Uz(w>)z —> 0. FOlgliCh
0 lim sup, (Oz(vw) = Uz(v/w))
limsup, (e~ (Oz(w) — Uz(w)) + ¢+ (b—a))
et limsup, (Oz(w) — Uz(w)) + €+ (b—a)
el 0+e-(b—a).

Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, erhalt man
0 < limsupy(Oz(vw)—Uz(v/w)) < inf.(e-(b—a)) = 0.
Also limsup,(Oz(y/w) — Uz(y/w)) = 0. Also (Oz(y/w) — Uz(y/w))z — 0. Also ist /w

Riemann-integrierbar. |

/AN

Es gibt nun einen dritten Ansatz. Vorerst brauchen wir zwei kleine Resultate:
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2.4 Proposition. Set u : [a,b] — [0,0). Angenommen, \/u seir Riemann-integrierbar. Aus
der VL wissen wir, dass dann u = \/62 ebenfalls Riemann-integrierbar 1st. Des Weiteren

b b
gilt f Vudz < (b— a)l/Q(J wdz)?, 4
Beweis. Dies ist eine einfache Anwendung von der Cauchy-Schwarz Ungleichung auf die
Riemann-integrierbaren Funktion \/u und 1j,;). (Siehe UG.) [
2.5 Proposition. Seien 0 < a < < 0. Dann /3 — /a < /B — a. —

Beweis. Falls a = 3, sind beide seiten der behaupteten Ungleichung 0 und deshalb gilt
sie. Ansonsten muss 3 > « > 0 und damit 1/3+ +/a > 0. Durch den {iblichen Trick erhalten
wir

_ _fBa  _ . B-a . VB
VB—+ya = VBiva 5_04'\/B+\/5 < 5_04'\@“];
da /- monoton ist und 3 — a < § und /B + y/a = /3. Darum gilt die Ungleichung. MW

Jetzt konnen wir die Idee hinter dem 3. Ansatz zum Beweis von Satz 2.2 erklaren:

Idee: Wir miissen zeigen, dass Oz(y/w) — Uz(y/w) - 0 fiir bzgl. Feinheit der Zerlegungen Z von
[a,b]. Wiederum suchen wir ein passendes Verhaltnis zwischen den Netzen (Oz(y/w) — Uz(y/w))z und
(Oz(w) — Uz(w))z. Nun, entsprechend der Zerlegungen sind Treppenfunktionen. Darum betrachten wird

diese Summen als Integrale von Treppenfunktionen und wenden die Ungleichung in Proposition 2.4 darauf

an. Dies diirfen wir, da Treppenfunktionen stets Riemann-integrierbar sind.

Beweis (von Satz 2.2, Ansatz III). Sei Z = (zg,21,...,2yN) eine beliebige Zerlegung
von [a,b]. Setze auerdem I; = [z;, x;+1] und dz; == (x;41 — x;). Setze auch

h;“ = SUP,er, wW(T), g;r = SUPLer, A/ W(T),
hy = Supger, w(2), 9i = SuPgep \/w(z)
fiir jedes 7 € {0,1,..., N — 1} und definiere die Treppenfunktionen
N-— N—
ht = Z%}V:oi hz‘+ -1y, gt = Zf?oi 9i+ 1y,
h= = Zi:O h’z_ ' 117',7 g = Zi:() gl— ) 1173 :

Per Konstruktion dieser Treppenfunktionen sieht man sofort, dass

L:wdx _ Oy(w), ngwx _ Oy, .
[rrar = v, [a - v |

gelten. Wegen Stetigkeit und (strikter) Monotonie von /- auf I; = [z;, x;11] beobachte man,
dass

h;’_ = SqueIi w(x) = SuprIi w(fl:') = g7,+7

h; = Supger, w(T) = Supgeq, A/ w(x) 9i

fiir alle i € {0,1,..., N — 1}. Darum gelten
Vvht = g7 und vVh™ = g . (2.5)
Mithilfe der o.s. Resultate erhidlt man
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ee (.
O2(v/w) — Ug(va) & fg g de
25 [
= VhTt —vVh dx
%
< J vVhT —h—dx

nach Proposition 2.5
und da 0 < h~ < h'™ < oo iiberall

b
< (b—a)l/Q(J ht — b dx)'/?

(b — )2, /07 (w) — Uz(w)

wobei die letzte Ungleichung aus Proposition 2.4 folgt, und da h™ —h~ eine Treppenfunktion
und damit Riemann-integrierbar ist.

(2.6)

Da w Riemann-integrierbar ist, gilt nun (Oz(w) — Uz(w))z —> 0. Wegen Stetigkeit von (b—
a)'/2y/- auf [0, 00) gilt also ((b — a)'/?4/Oz(w) — Uz(w))z — 0. Da (2.6) fiir alle Zerlegung
Z von [a, b] gilt, erhdlt man

0 < limsupy Oz(vw) —Uz(vw) < limsupy,(b—a)/?,/Oz(w) —Uz(w) = 0
Darum gilt (Oz(yv/w) — Uz(y/w))z —> 0. Also ist \/w Riemann-integrierbar. |
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Aufgabe 3-1.

Fiir diese Aufgabe seien gegeben:

® o < bin R und wir setzen X = [a, b];

® (f,)nen eine Folge von Funktionen, f, : X — R fiir n e N.

Fiir jede Funktion f : X — R definiere || f||o == sup,ex|f(z)| € [0, o0]. Per Definition gilt || || €
R gdw. f beschrankt ist.

3.1 Behauptung. Angenommen, so dass (f,)nen genige folgender Eigenschaft
Ve>0:3INeN:Vmn=N:|f,— fullo <e. (®)
Dann ezxistiert eine stetige Funktion f: X — R, so dass (fn)n — [ gleichmdfSzg. -

Beweis. Fiir jedes x € X gilt
Ve>0:INeN:Vm,n= N |fu(z) — fi(2)] < || fo — finllo < e

Darum ist (f,(z)), < R Cauchy. Da R vollstdndig ist, existiert somit eine eindeutige Zahl
Y. € R, so dass (f,(x)), — y,. Definiere nun f: X — R vermége f(z) = y, fir x € X.
Dann per Wahl wissen wir, dass (f,), — f punktweise. Wir miissen zeigen, dass (1) diese
Konvergenz gleichmafig ist und dass (2) f stetig ist.

Zur gleichmifligen Konvergenz:

Sei ¢ > 0. Per Eigenschaft (C) existiert ein Index Ny, so dass || f, — fm || < § fiir alle m,n > Np.
Sei m = N(e) beliebig. Sei z € X beliebig. Per Konstruktion von f existiert ein Index ny, so
dass |f(7) — fn(z)| < § fiir alle n > ng. Wahle nun irgendeinen Index n mit n > Ny und n > ny.
Dann:

[f(@) = fm(2)] < [f(@) = (@) + [fu(z) = fulz)] < §5+3,
da n = ng und m,n = Ny. Da dies fiir alle z € X gilt, erhalten wir
If = fnllo = suppex|f(z) = fu(2)] < % < e
Darum wurde
Ve>0:INeN:Vm=N:|f— fullo <e
bewiesen. Also, (f,), — f gleichmaBig.
Zur Stetigkeit von f:

Seien (zx)r € X und x € X beliebig. Wir miissen zeigen, dass (f(zx))r — f(x). Seien z € X
und ¢ > 0. Wir miissen eine Umgebung U von z finden, so dass

Vo' e U: |f(2') — f(z)| <e (3.1)
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Wegen gleichmifiger Konvergenz existiert ein Index Ny, so dass

1f = fllo (3.2)

13
3
fiir m = Ny. Wahle nun irgendeinen Index m mit m > N,y. Da per Voraussetzung f,, stetig ist,
existiert eine Umgebung U von x, so dass

Vo' e U |fn(2") = fin(2)| < 3. (3.3)
Zwei Anwendungen von (3.2) und eine von (3.3) liefert nun fiir jedes 2’ € U:

2
1f(@") = f@)] < [f(@) = fn@)] + [fin(2") = fin(@)] + [fin(2) — f(2)]
< f = fulloo + [ fm (@) = frn(@)] + | fmo — flloo

< $+35+5=¢

Darum gilt (3.1). Da z, ¢ beliebig gewahlt wurden ist f stetig. |

3.2 Bemerkung. FEs spielte keine Rolle, dass es sich um eine Folge handelte: wir hdtten
auch mit Netzen arbeiten kénnen. Wir benotigten nur die Vollstandigkeit des Werteraums.
Darum hdtten wir R durch jeden beliebigen vollstandig metrischen Raum, (Y,d), ersetzen
konnen. Es spielt uberhaupt keine Rolle, dass X = [a,b|. Dieser Beweis funktioniert fur
jeden topologischen Raum, X, solange alle stetigen Funktionen tber X beschrankt sind.
Dies st der Fall, wenn X kompakt 1st. In der Tat, wissen wir durch einen analogen Beweis
mit effektiv keinen Modifizierungen, dass der Raum C(X,Y) (der Raum aller stetigen
Funkionen tber einem kompakten Raum X mnach einem wollstindig metrischen Raum
(Y,d)) vollstindig ist bzgl. der Metrik do(f,g) == sup,ex d(f(z),g(z)). Siehe bspw. [ABOS5,
§3.19, bes. Lemma 3.97, S.124]. Wenn (Y,d) ewn vollstdndig normierter Vektorraum ist
(wie z. B. (R,|-]), (C,|-|)), so ist dy, durch die Norm ||| induziert, und (C(X,Y),|||«x)
bildet dann einen vollstandig normierten Vektorraum. Dies 1st einer der ersten Banach-
Rdume, dem wir begegnen. —

Aufgabe 3-4.
(b) Zu berechnen:

s

= f log(sin(z)) dz

=0

Idee: Der Trick hier (oder: einer davon!) ist ein gewdhnlicher: Wir kénnen zwar keine Stammfunktion
(zumindest auf einfache Weise) bestimmen, aber als ganzen Wert betrachtet versuchen wir, einen
algebraischen Ausdruck fiir / zu finden. Hierfiir manipulieren wir die Doméne und nutzen Symmetrien

im Funktionsausdruck aus.

Vorarbeit:

Fiir solche Tricks hilft es hdufig, natiirliche auxilidre Ausdriicke (gleichzeitig) zu untersu-
chen. In diesem Falle ist dies:

J = fz log(cos(x)) dz.
=0

Was die Symmetrien anbelangt, berufen wir uns auf folgende Erkenntnisse:

cos(r) = sin(§ —x)
sin(m —z) = sin(z)
sin(2x) = 2sin(z) cos(x)

fiir alle x € R.

10



3 Woche 4, 27. April 2022

Die Berechnung:

Durch die Verhaltnisse zw. cos und sin konnen wir [ und J wie folgt in Verbindung setzen:

[NIE}

J = J log(sin(g—x))dx

=0

_ J (=) log(sin(t)) dz

r=

0
Subst: t(z) =5 —a; =t = -1

0
= —L log(sin(t)) dt = I.

™

(3.4)

Wegen der Spiegelsymmetrie von sin um 7 kann man das Integral wie folgt verdoppeln:

2 = JQ_O log(sin(z)) dz + JZ_O log(sin(m — x)) dz
= J2 log(sin(x)) dz + fQ (—t") - log(sin(t)) dx
=0 =0

Subst: t(z) =7 —x; = t' = —1
J2 log(sin(z)) dz — 12 log(sin(t)) dt
7r=0 t=m
= f log(sin(z)) dz
=0
f (2t") - log(sin(2t)) dz

=0

Subst: t(x) = %LL‘; =t = %

™

2 Jz log(sin(2t)) dt,
t=0

und damit gilt
g
I =J log(sin(2t)) dt. (3.5)
t=0
Jetzt bringen wir diese zwei Umformungen zusammen:

21 "= I+J

2

- F 1og(sin(x))dx+f log(cos(x)) dx

=0 z=0

= f log(sin(z) cos(z)) dz

=0

1
J log(= sin(2z)) dz
=0 2

wegen trig. Identitat

_ J :O <log(;) + 10g(sin(2m))> de

(3.5)

w\:\ll

Bl

vl

z-log(3) + 1.
Darum erhalt man folgenden algebraischen Ausdruck fiir I:

21 =5 -log(3) + 1

Daraus ergibt sich, dass [ = 2 -log(3) = | —2 log(2) | der gesuchte Werte des Integrals ist.

11
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3.3 Bemerkung. Dieser Berechnung zufolge 1st der Mittelwert von log(sin(-)) auf dem
Gebiet [0, 3] gleich log(3), also log(sin(%)). Wegen der Symmetrien von sin kénnen wir
daraus erschliefen, dass der Mittelwert von loglsin(-)| auf [0,27] auch gleich log(3)
15t. —

12
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