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Vorwort
In diesem Dokument sind Erg�anzungsnotizen aus der donnerstags �Ubungsgruppe f�ur Analysis II /

Sommersemester 2022, Universit�at Leipzig.
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Kapitel 2.

Woche 3, 20. April 2022

Aufgabe 2-1.
F�ur diese Aufgabe seien gegeben:

• a ă b in R;

• f, g : ra, bs Ñ R mit g Riemann-integrierbar, g ě 0 �uberall, und f stetig.

Also sind f, g beide Riemann-integrierbar (siehe VL).

2.1 Behauptung. Es existiert ein ξ P ra, bs so dass
şb
a fg dx “ fpξq

şb
a g dx %

Beweis (von Behauptung 3.1). Da ra, bs kompakt ist und f stetig ist, realisiert f sein

In�mum und Supremum auf ra, bs. D. h. es existieren x´, x` P ra, bs, so dass

M´ – infxPra,bs fpxq “ fpx´q P R,
M` – supxPra,bs fpxq “ fpx`q P R.

Also ´8 ă M´ ď fpxq ď M` ă 8 f�ur alle x P ra, bs. Per Monotonie des Integrals und da

g ě 0 und f sowie konstante Funktionen Riemann-integrierbar sind, gilt
ż b

a

M´g dx
looooomooooon

M´

şb

a
g dx“

ď
şb
a fg dx ď

ż b

a

M`g dx
looooomooooon

“M`

şb

a
g dx

.
(2.1)

Da g ě 0 �uberall, gilt
şb
a g dx ě 0. Falls

şb
a g dx ą 0, k�onnen wir in (3.3) �uberall durch

diese Zahl teilen und erhalten c –

şb

a
fg dx

şb

a
g dx

P rM´,M`s. Falls
şb
a g dx “ 0, dann folgt aus der

o. s. Einsch�atzungen 0 ď
şb
a fg dx ď 0 und damit

şb
a fg dx “ 0. In diesem Falle setzen wir

ein beliebiges c P rM´,M`s. In beiden F�allen sieht man
şb
a fg dx “ c ¨

şb
a g dx (2.2)

f�ur ein c P rM´,M`s. Da f stetig ist und die Werte M´,M` realisiert, existiert laut des

ZWS ein ξ P ra, bs mit fpξq “ c. Eingesetzt in (2.2) erhalten wir die Behauptung. �

Aufgabe 2-4.
F�ur diese Aufgabe seien gegeben:

• a ă b in R;

• w : ra, bs Ñ r0,8q eine Riemann-integrierbare Funktion.

2.2 Satz.
?
w ist Riemann-integrierbar. %
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Idee: Wir m�ussen zeigen, dass OZp
?

wq ´ UZp
?

wq ÝÑ
Z

0 f�ur bzgl. Feinheit der Zerlegungen Z von ra, bs.

Angesichts der Riemann-Integrierbarkeit von w, reicht es o�enbar aus, ein passendes Verh�altnis zwischen
den Netzen pOZp

?
wq ´ UZp

?
wqqZ und pOZpwq ´ UZpwqqZ zu �nden. Als na��ver Ansatz wollen nun die

Ungleichung

|?y2 ´
?

y1| ď
|y2´y1|
?
y2`

?
y1

ď 1
2

a

minty1, y2u´1|y2 ´ y1| (2.3)

f�ur y1, y2 P p0,8q ausnutzen. Doch sofort erkennen wir das Problem: minty1, y2u
´1 ist nicht nach oben

beschr�ankt.

Hierf�ur gibt es einen kleinen Fix: wir verschieben die Funktionswerte um eine beliebig kleine positive Zahl,

ε ą 0, zeigen, dass
?

w ` ε Riemann-integrierbar ist, dann lassen wir ε ÝÑ 0 tendieren und verwenden das

Resultat: Ein (durch gl. Konvergenz erreichbarer) Grenzwert Riemann-integrierbarer Funktionen ist

wiederum Riemann-integrierbar.

Beweis (von Satz 2.2, Ansatz I). Sei ε ą 0 beliebig. F�ur alle Zerlegungen Z “

px0, x1, . . . , xN q von ra, bs beobachte man unter den De�nitionen Ii – rxi, xi`1s und

δxi – pxi`1 ´ xiq:

OZp
?
w ` εq ´ UZp

?
w ` εq “

N´1
ÿ

i“0

ˆ

sup
xPIi

a

wpxq ` ε´ inf
xPIi

a

wpxq ` ε

˙

¨ δxi

“

N´1
ÿ

i“0

˜

c

sup
xPIi

wpxq ` ε´
b

inf
xPIi

wpxq ` ε

¸

¨ δxi

weil
a

p¨q ` ε stetig ist

(2.3)
ď

N´1
ÿ

i“0

1
2
?
ε

ˆ

psup
xPIi

wpxq ` εq ´ p inf
xPIi

wpxq ` εq

˙

¨ δxi

“ 1
2
?
ε

N´1
ÿ

i“0

ˆ

sup
xPIi

wpxq ´ inf
xPIi

wpxq

˙

¨ δxi

“ 1
2
?
ε
pOZpwq ´ UZpwqq.

Kraft dieser Einsch�atzung erh�alt man aus der vorausgesetzten Riemann-Integrierbarkeit

von w:

0 ď lim supZpOZp
?
w ` εq ´ UZp

?
w ` εqq

ď 1
2
?
ε

lim supZpOZpwq ´ UZpwqq “
1

2
?
ε
¨ 0.

Also lim supZpOZp
?
w ` εq ´ UZp

?
w ` εqq “ 0. Also OZp

?
w ` εq ´ UZp

?
w ` εq ÝÑ

Z
0.

Darum stimmen untere und obere Summen von
?
w ` ε �uberein. De�nitionsgem�a� ist

?
w ` ε somit Riemann-integrierbar f�ur alle ε ą 0.

Beachte au�erdem, dass

supxPra,bs|
a

wpxq ` ε´
a

wpxq| “ supxPra,bs
|pwpxq`εq´wpxq|?
wpxq`ε`

?
wpxq

“ supxPra,bs ε?
wpxq`ε`

?
wpxq

ď supxPra,bs ε?
0`ε`

?
0 “

?
ε,

sodass auf ra, bs das Netz p
?
w ` εqεą0 gleichm�a�ig gegen

?
w konvergiert f�ur ε ÝÑ 0.1 Laut

Vorlesung ist
?
w somit Riemann-integrierbar. �

1Wenn man mit Netzen nicht zurecht kommt, reicht es hier schon mit einer Folge aus: fixiere irgendeine Nullfolge
pεnqnPN, dann supxPra,bs|

a

wpxq ` εn ´
a

wpxq| ď ?εn ÝÑ
n

0.
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Es gibt einen weiteren Ansatz. Vorerst brauchen wir zwei kleine Resultate:

2.3 Proposition. Sei u : ra, bs Ñ r0,8q. Angenommne,
?
u sei Riemann-integrierbar. Aus

der VL wissen wir, dass dann u “
?
u

2
ebenfalls Riemann-integrierbar ist. Des Weiteren

gilt

ż b

a

?
u dx ď pb´ aq1{2p

ż b

a

u dxq1{2. %

Beweis. Dies ist eine einfache Anwendung von der Cauchy-Schwarz Ungleichung auf die

Riemann-integrierbaren Funktion
?
u und 1ra,bs. (Siehe �UG.) �

2.4 Proposition. Seien 0 ď α ď β ă 8. Dann
?
β ´

?
α ď

?
β ´ α. %

Beweis. Falls α “ β, sind beide seiten der behaupteten Ungleichung 0 und deshalb gilt

sie. Ansonsten muss β ą α ě 0 und damit
?
β`

?
α ą 0. Durch den �ublichen Trick erhalten

wir
?
β ´

?
α “

β´α?
β`
?
α
“

?
β ´ α ¨

?
β´α

?
β`
?
α
ď

?
β ´ α ¨

?
β

?
β`0 ,

da
?
¨ monoton ist und β ´ α ď β und

?
β `

?
α ě

?
β. Darum gilt die Ungleichung. �

Jetzt k�onnen wir die Idee hinter dem 2. Ansatz zum Beweis von Satz 2.2 erkl�aren:

Idee: Wir m�ussen zeigen, dass OZp
?

wq ´ UZp
?

wq ÝÑ
Z

0 f�ur bzgl. Feinheit der Zerlegungen Z von

ra, bs. Wiederum suchen wir ein passendes Verh�altnis zwischen den Netzen pOZp
?

wq ´ UZp
?

wqqZ und

pOZpwq ´ UZpwqqZ . Nun, entsprechend der Zerlegungen sind Treppenfunktionen. Darum betrachten wird

diese Summen als Integrale von Treppenfunktionen und wenden die Ungleichung in Proposition 2.3 darauf

an. Dies d�urfen wir, da Treppenfunktionen stets Riemann-integrierbar sind.

Beweis (von Satz 2.2, Ansatz II). Sei Z “ px0, x1, . . . , xN q eine beliebige Zerlegung

von ra, bs. Setze au�erdem Ii – rxi, xi`1s und δxi – pxi`1 ´ xiq. Setze auch

h`i – supxPIi wpxq,
h´i – supxPIi wpxq,

g`i – supxPIi
a

wpxq,

g´i – supxPIi
a

wpxq

f�ur jedes i P t0, 1, . . . , N ´ 1u und de�niere die Treppenfunktionen

h` –
řN´1
i“0 h`i ¨ 1Ii ,

h´ –
řN´1
i“0 h´i ¨ 1Ii ,

g` –
řN´1
i“0 g`i ¨ 1Ii ,

g´ –
řN´1
i“0 g´i ¨ 1Ii .

Per Konstruktion dieser Treppenfunktionen sieht man sofort, dass
ż b

a

h` dx “ OZpwq,
ż b

a

h´ dx “ UZpwq,

ż b

a

g` dx “ OZp
?
wq,

ż b

a

g´ dx “ UZp
?
wq

(2.4)

gelten. Wegen Stetigkeit und (strikter) Monotonie von
?
¨ auf Ii “ rxi, xi`1s beobachte man,

dass
b

h`i “
a

supxPIi wpxq “ supxPIi
a

wpxq “ g`i ,
b

h´i “
a

supxPIi wpxq “ supxPIi
a

wpxq “ g´i

f�ur alle i P t0, 1, . . . , N ´ 1u. Darum gelten
?
h` “ g` und

?
h´ “ g´. (2.5)
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Mithilfe der o. s. Resultate erh�alt man

OZp
?
wq ´ UZp

?
wq

(2.4)
“

ż b

a

g` ´ g´ dx

(2.5)
“

ż b

a

?
h` ´

?
h´ dx

ď

ż b

a

?
h` ´ h´ dx

nach Proposition 2.4

und da 0 ď h´ ď h` ă 8 �uberall

ď pb´ aq1{2p

ż b

a

h` ´ h´ dxq1{2

(2.4)
“ pb´ aq1{2

a

OZpwq ´ UZpwq

(2.6)

wobei die letzte Ungleichung aus Proposition 2.3 folgt, und da h`´h´ eine Treppenfunktion

und damit Riemann-integrierbar ist.

Da w Riemann-integrierbar ist, gilt nun pOZpwq ´ UZpwqqZ ÝÑ 0. Wegen Stetigkeit von pb´

aq1{2
?
¨ auf r0,8q gilt also ppb´ aq1{2

a

OZpwq ´ UZpwqqZ ÝÑ 0. Da (2.6) f�ur alle Zerlegung
Z von ra, bs gilt, erh�alt man

0 ď lim supZ OZp
?
wq ´ UZp

?
wq ď lim supZpb´ aq1{2

a

OZpwq ´ UZpwq “ 0
Darum gilt pOZp

?
wq ´ UZp

?
wqqZ ÝÑ 0. Also ist

?
w Riemann-integrierbar. �

7



Kapitel 3.

Woche 4, 27. April 2022

Aufgabe 3-1.
F�ur diese Aufgabe seien gegeben:

• a ă b in R und wir setzen X – ra, bs;

• pfnqnPN eine Folge von Funktionen, fn : X Ñ R f�ur n P N.

F�ur jede Funktion f : X Ñ R de�niere ‖f‖8 – supxPX |fpxq| P r0,8s. Per De�nition gilt ‖f‖8 P
R gdw. f beschr�ankt ist.

3.1 Behauptung. Angenommen, so dass pfnqnPN gen�uge folgender Eigenschaft

@ε ą 0 : DN P N : @m,n ě N : ‖fn ´ fm‖8 ă ε. (C)

Dann existiert eine stetige Funktion f : X Ñ R, so dass pfnqn ÝÑ f gleichm�a�ig. %

Beweis. F�ur jedes x P X gilt

@ε ą 0 : DN P N : @m,n ě N : |fnpxq ´ fmpxq| ď ‖fn ´ fm‖8 ă ε.

Darum ist pfnpxqqn Ď R Cauchy. Da R vollst�andig ist, existiert somit eine eindeutige Zahl

yx P R, so dass pfnpxqqn ÝÑ yx. De�niere nun f : X ÝÑ R verm�oge fpxq “ yx f�ur x P X.

Dann per Wahl wissen wir, dass pfnqn ÝÑ f punktweise. Wir m�ussen zeigen, dass (1) diese

Konvergenz gleichm�a�ig ist und dass (2) f stetig ist.

Zur gleichmäßigen Konvergenz:

Sei ε ą 0. Per Eigenschaft (C) existiert ein Index N0, so dass ‖fn ´ fm‖8 ă ε
3 f�ur alle m,n ě N0.

Sei m ě Npεq beliebig. Sei x P X beliebig. Per Konstruktion von f existiert ein Index n0, so

dass |fpxq´ fnpxq| ă ε
3 f�ur alle n ě n0. W�ahle nun irgendeinen Index n mit n ě N0 und n ě n0.

Dann:

|fpxq ´ fmpxq| ď |fpxq ´ fnpxq|` |fnpxq ´ fnpxq| ă ε
3 `

ε
3 ,

da n ě n0 und m,n ě N0. Da dies f�ur alle x P X gilt, erhalten wir

‖f ´ fm‖8 “ supxPX |fpxq ´ fmpxq| ď 2ε
3 ă ε.

Darum wurde

@ε ą 0 : DN P N : @m ě N : ‖f ´ fm‖8 ă ε

bewiesen. Also, pfnqn ÝÑ f gleichm�a�ig.

Zur Stetigkeit von f :

Seien pxkqk Ď X und x P X beliebig. Wir m�ussen zeigen, dass pfpxkqqk ÝÑ fpxq. Seien x P X

und ε ą 0. Wir m�ussen eine Umgebung U von x �nden, so dass

@x1 P U : |fpx1q ´ fpxq| ă ε (3.1)
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Wegen gleichm�a�iger Konvergenz existiert ein Index N0, so dass

‖f ´ fm‖8 ă ε
3 (3.2)

f�ur m ě N0. W�ahle nun irgendeinen Index m mit m ě N0. Da per Voraussetzung fm stetig ist,

existiert eine Umgebung U von x, so dass

@x1 P U : |fmpx1q ´ fmpxq| ă ε
3 . (3.3)

Zwei Anwendungen von (3.2) und eine von (3.3) liefert nun f�ur jedes x1 P U :

|fpx1q ´ fpxq| ď |fpx1q ´ fmpx
1q|` |fmpx1q ´ fmpxq|` |fmpxq ´ fpxq|

ď ‖f ´ fm‖8 ` |fmpx1q ´ fmpxq|` ‖fm ´ f‖8
ă ε

3 `
ε
3 `

ε
3 “ ε

Darum gilt (3.1). Da x, ε beliebig gew�ahlt wurden ist f stetig. �

3.2 Bemerkung. Es spielte keine Rolle, dass es sich um eine Folge handelte: wir h�atten

auch mit Netzen arbeiten k�onnen. Wir ben�otigten nur die Vollst�andigkeit des Werteraums.

Darum h�atten wir R durch jeden beliebigen vollst�andig metrischen Raum, pY, dq, ersetzen

k�onnen. Es spielt �uberhaupt keine Rolle, dass X “ ra, bs. Dieser Beweis funktioniert f�ur

jeden topologischen Raum, X, solange alle stetigen Funktionen �uber X beschr�ankt sind.

Dies ist der Fall, wenn X kompakt ist. In der Tat, wissen wir durch einen analogen Beweis

mit e�ektiv keinen Modi�zierungen, dass der Raum CpX, Y q (der Raum aller stetigen

Funkionen �uber einem kompakten Raum X nach einem vollst�andig metrischen Raum

pY, dq) vollst�andig ist bzgl. der Metrik d8pf, gq – supxPX dpfpxq, gpxqq. Siehe bspw. [AB05,

§3.19, bes. Lemma 3.97, S.124]. Wenn pY, dq ein vollst�andig normierter Vektorraum ist

(wie z. B. pR, |¨|q, pC, |¨|q), so ist d8 durch die Norm ‖¨‖8 induziert, und pCpX, Y q, ‖¨‖8q
bildet dann einen vollst�andig normierten Vektorraum. Dies ist einer der ersten Banach-

R�aume, dem wir begegnen. %

Aufgabe 3-4.
(b) Zu berechnen:

I –

ż π
2

x“0
logpsinpxqq dx

Idee: Der Trick hier (oder: einer davon!) ist ein gew�ohnlicher: Wir k�onnen zwar keine Stammfunktion

(zumindest auf einfache Weise) bestimmen, aber als ganzen Wert betrachtet versuchen wir, einen

algebraischen Ausdruck f�ur I zu �nden. Hierf�ur manipulieren wir die Dom�ane und nutzen Symmetrien

im Funktionsausdruck aus.

Vorarbeit:

F�ur solche Tricks hilft es h�au�g, nat�urliche auxili�are Ausdr�ucke (gleichzeitig) zu untersu-

chen. In diesem Falle ist dies:

J –

ż π
2

x“0
logpcospxqq dx.

Was die Symmetrien anbelangt, berufen wir uns auf folgende Erkenntnisse:

cospxq “ sinpπ2 ´ xq

sinpπ ´ xq “ sinpxq
sinp2xq “ 2 sinpxq cospxq

f�ur alle x P R.

9
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Die Berechnung:

Durch die Verh�altnisse zw. cos und sin k�onnen wir I und J wie folgt in Verbindung setzen:

J “

ż π
2

x“0
logpsinpπ2 ´ xqq dx

“

ż π
2

x“0
p´t1q ¨ logpsinptqq dx

Subst: tpxq “ π
2 ´ x; ñ t1 “ ´1

“ ´

ż 0

t“ π
2

logpsinptqq dt “ I.

(3.4)

Wegen der Spiegelsymmetrie von sin um π
2 kann man das Integral wie folgt verdoppeln:

2I “

ż π
2

x“0
logpsinpxqq dx`

ż π
2

x“0
logpsinpπ ´ xqq dx

“

ż π
2

x“0
logpsinpxqq dx`

ż π
2

x“0
p´t1q ¨ logpsinptqq dx

Subst: tpxq “ π ´ x; ñ t1 “ ´1

“

ż π
2

x“0
logpsinpxqq dx´

ż π
2

t“π

logpsinptqq dt

“

ż π

x“0
logpsinpxqq dx

“

ż π

x“0
p2t1q ¨ logpsinp2tqq dx

Subst: tpxq “ 1
2x; ñ t1 “ 1

2

“ 2
ż π

2

t“0
logpsinp2tqq dt,

und damit gilt

I “

ż π
2

t“0
logpsinp2tqq dt. (3.5)

Jetzt bringen wir diese zwei Umformungen zusammen:

2I (3.4)
“ I ` J

“

ż π
2

x“0
logpsinpxqq dx`

ż π
2

x“0
logpcospxqq dx

“

ż π
2

x“0
logpsinpxq cospxqq dx

“

ż π
2

x“0
logp12 sinp2xqq dx

wegen trig. Identit�at

“

ż π
2

x“0

ˆ

logp12q ` logpsinp2xqq
˙

dx
(3.5)
“ π

2 ¨ logp1
2q ` I.

Darum erh�alt man folgenden algebraischen Ausdruck f�ur I:

2I “ π
2 ¨ logp1

2q ` I

Daraus ergibt sich, dass I “ π
2 ¨ logp1

2q “ ´π
2 logp2q der gesuchte Werte des Integrals ist.

10
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3.3 Bemerkung. Dieser Berechnung zufolge ist der Mittelwert von logpsinp¨qq auf dem
Gebiet r0, π2 s gleich logp1

2q, also logpsinpπ6 qq. Wegen der Symmetrien von sin k�onnen wir

daraus erschlie�en, dass der Mittelwert von log|sinp¨q| auf r0, 2πs auch gleich logp1
2q

ist. %
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