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Vorwort
In diesem Dokument sind Erg�anzungsnotizen aus der mittwochs �Ubungsgruppe f�ur Analysis II / Som-

mersemester 2022 an der Universit�at Leipzig.
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Aufgabe 3-1.
F�ur diese Aufgabe seien gegeben:

• a ă b in R;

• f, g : ra, bs Ñ R mit g Riemann-integrierbar, g ě 0 �uberall, und f stetig.

Also sind f, g beide Riemann-integrierbar (siehe VL).

3.1 Behauptung. Es existiert ein ξ P ra, bs so dass
şb
a fg dx “ fpξq

şb
a g dx %

Beweis (von Behauptung 3.1). Da ra, bs kompakt ist und f stetig ist, realisiert f sein

In�mum und Supremum auf ra, bs. D. h. es existieren x´, x` P ra, bs, so dass

M´ – infxPra,bs fpxq “ fpx´q P R,
M` – supxPra,bs fpxq “ fpx`q P R.

Also ´8 ă M´ ď fpxq ď M` ă 8 f�ur alle x P ra, bs. Per Monotonie des Integrals und da

g ě 0 und f sowie konstante Funktionen Riemann-integrierbar sind, gilt
ż b

a

M´g dx
looooomooooon

M´

şb

a
g dx“

ď
şb
a fg dx ď

ż b

a

M`g dx
looooomooooon

“M`

şb

a
g dx

.
(3.1)

Da g ě 0 �uberall, gilt
şb
a g dx ě 0. Falls

şb
a g dx ą 0, k�onnen wir in (3.1) �uberall durch

diese Zahl teilen und erhalten c –

şb

a
fg dx

şb

a
g dx

P rM´,M`s. Falls
şb
a g dx “ 0, dann folgt aus der

o. s. Einsch�atzungen 0 ď
şb
a fg dx ď 0 und damit

şb
a fg dx “ 0. In diesem Falle setzen wir

ein beliebiges c P rM´,M`s. In beiden F�allen sieht man
şb
a fg dx “ c ¨

şb
a g dx (3.2)

f�ur ein c P rM´,M`s. Da f stetig ist und die Werte M´,M` realisiert, existiert laut des

ZWS ein ξ P ra, bs mit fpξq “ c. Eingesetzt in (3.2) erhalten wir die Behauptung. �

Aufgabe 3-4.
F�ur diese Aufgabe seien gegeben:

• a ă b in R;

• w : ra, bs Ñ r0,8q eine Riemann-integrierbare Funktion.

3.2 Behauptung.
?
w ist Riemann-integrierbar. %
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Idee: Wir m�ussen zeigen, dass OZp
?

wq ´ UZp
?

wq ÝÑ
Z

0 f�ur bzgl. Feinheit der Zerlegungen Z von ra, bs.

Angesichts der Riemann-Integrierbarkeit von w, reicht es o�enbar aus, ein passendes Verh�altnis zwischen
den Netzen pOZp

?
wq ´ UZp

?
wqqZ und pOZpwq ´ UZpwqqZ zu �nden. Als na��ver Ansatz wollen nun die

Ungleichung

|?y2 ´
?

y1| ď
|y2´y1|
?

y2`
?

y1
ď 1

2

a

minty1, y2u´1|y2 ´ y1| (3.3)

f�ur y1, y2 P p0,8q ausnutzen. Doch sofort erkennen wir das Problem: minty1, y2u
´1 ist nicht nach oben

beschr�ankt.

Hierf�ur gibt es einen kleinen Fix: wir verschieben die Funktionswerte um eine beliebig kleine positive Zahl,

ε ą 0, zeigen, dass
?

w ` ε Riemann-integrierbar ist, dann lassen wir ε ÝÑ 0 tendieren und verwenden das

Resultat: Ein (durch gl. Konvergenz erreichbarer) Grenzwert Riemann-integrierbarer Funktionen ist

wiederum Riemann-integrierbar.

Beweis (von Behauptung 3.2). Sei ε ą 0 beliebig. F�ur alle Zerlegungen Z “

px0, x1, . . . , xN q von ra, bs beobachte man unter den De�nitionen Ii – rxi, xi`1s und

δxi – pxi`1 ´ xiq:

OZp
?
w ` εq ´ UZp

?
w ` εq “

N´1
ÿ

i“0

ˆ

sup
xPIi

a

wpxq ` ε´ inf
xPIi

a

wpxq ` ε

˙

¨ δxi

“

N´1
ÿ

i“0

˜

c

sup
xPIi

wpxq ` ε´
b

inf
xPIi

wpxq ` ε

¸

¨ δxi

weil
a

p¨q ` ε stetig ist

(3.3)
ď

N´1
ÿ

i“0

1
2
?
ε

ˆ

psup
xPIi

wpxq ` εq ´ p inf
xPIi

wpxq ` εq

˙

¨ δxi

“ 1
2
?

ε

N´1
ÿ

i“0

ˆ

sup
xPIi

wpxq ´ inf
xPIi

wpxq

˙

¨ δxi

“ 1
2
?

ε
pOZpwq ´ UZpwqq.

Kraft dieser Einsch�atzung erh�alt man aus der vorausgesetzten Riemann-Integrierbarkeit

von w:

0 ď lim supZpOZp
?
w ` εq ´ UZp

?
w ` εqq ď 1

2
?

ε
lim supZpOZpwq ´ UZpwqq “ 1

2
?

ε
¨ 0.

Also lim supZpOZp
?
w ` εq ´ UZp

?
w ` εqq “ 0. Also OZp

?
w ` εq ´ UZp

?
w ` εq ÝÑ

Z
0.

Darum stimmen untere und obere Summen von
?
w ` ε �uberein. De�nitionsgem�a� ist

?
w ` ε somit Riemann-integrierbar f�ur alle ε ą 0.

Beachte au�erdem, dass

supxPra,bs|
a

wpxq ` ε´
a

wpxq| “ supxPra,bs
|pwpxq`εq´wpxq|?

wpxq`ε`
?

wpxq

“ supxPra,bs
ε?

wpxq`ε`
?

wpxq

ď supxPra,bs
ε?

0`ε`
?

0 “
?
ε,

sodass auf ra, bs das Netz p
?
w ` εqεą0 gleichm�a�ig gegen

?
w konvergiert f�ur ε ÝÑ 0.1 Laut

Vorlesung ist
?
w somit Riemann-integrierbar. �

1Wenn man mit Netzen nicht zurecht kommt, reicht es hier schon mit einer Folge aus: fixiere irgendeine Nullfolge
pεnqnPN, dann supxPra,bs|

a

wpxq ` εn ´
a

wpxq| ď ?εn ÝÑ
n

0.
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