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Vorwort

Dieses Dokument enthält Lösungsansätze zu den Übungsserien, Selbstkontrollenaufgaben,
und Quizzes. (Diese werden natürlich nach Abgabefristen hochgeladen.) Der Zweck dieser
Lösungen besteht darin, Ansätze zu präsentieren, mit denen man seine eigenen Versuche
vergleichen kann.
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TEIL I

Übungsserien



Übungsserie 1

Woche 1

ACHTUNG. Diese Lösungen dienen nicht als Musterlösungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 1¨1

Zu bestimmen ist die Lösungsmenge

Lα,β :“ tx P Rn | Aαx “ bβu

für α, β P R, wobei m “ 3 und n “ 4, und Aα P Rmˆn und bβ P Rm durch

Aα :“

¨

˝

1 7 2 ´1
1 8 6 ´3
2 14 α ´2

˛

‚ bβ :“

¨

˝

4
0
β

˛

‚

gegeben sind. Um die Lösungsmenge zu bestimmen führen wir das Gaußverfahren aus:

Ursprüngliches LGS pAα|bβq:
¨

˝

1 7 2 ´1 4
1 8 6 ´3 0
2 14 α ´2 β

˛

‚

Wende die Zeilentransformationen

Z2 ø Z2 ´ Z1

Z3 ø Z3 ´ 2 ¨ Z1

an:
¨

˚

˝

1 7 2 ´1 4

0 1 4 ´2 ´4

0 0 α´ 4 0 β ´ 8

˛

‹

‚

Die eingezeichneten Einträge markieren die ersten Einträge der Stufen. Es gibt also 2 oder 3 Stufen, je
nachdem, ob α´ 4 “ 0. Dies führt zu einem Fallunterschied:

Fall 1. α´ 4 “ 0. Das heißt, α “ 4. In diesem Falle hat das augmentierte System genau 2 Stufen und sieht
wie folgt aus:

¨

˝

1 7 2 ´1 4

0 1 4 ´2 ´4
0 0 0 0 β ´ 8

˛

‚

Dies führt zu zwei weiteren Fällen, denn die 3. Gleichung ist jetzt genau dann lösbar, wenn β´8 “ 0.

Fall 1a. β ´ 8 ‰ 0. Das heißt, β ‰ 8. Dann ist die 3. Gleichung und damit das LGS nicht lösbar.

Darum erhalten wir Lα,β “ ∅ .



Fall 1b. β´8 “ 0. Das heißt, β “ 8. Dann ist die 3. Gleichung trivialerweise erfüllt. Das augmentierte
System sieht wird zum

¨

˝

1 7 2 ´1 4

0 1 4 ´2 ´4
0 0 0 0 0

˛

‚

und kann jetzt aufgelöst werden. Wir arbeiten von unten nach oben:

Aus der ganzen Zeilenstufenform erschließt sich

x3, x4 sind frei

Aus der Stufenform von Gleichungen 2 und 1 erschließt sich

x2 “ ´4´ 4x3 ` 2x4

x1 “ 4´ 7x2 ´ 2x3 ` x4

“ 4´ 7p´4´ 4x3 ` 2x4q ´ 2x3 ` x4

“ 32` 26x3 `´13x4

Zusammengefasst erhalten wir die allgemeine Form der Lösung:

x “

ˆ

x1
x2
x3
x4

˙

“

ˆ

32`26x3`´13x4
´4´4x3`2x4

x3
x4

˙

“

ˆ 32`26x3`´13x4
´4´4x3`2x4
0`1x3`0x4
0`0x3`1x4

˙

“

ˆ

32
´4
0
0

˙

`

ˆ 26x3
´4x3
1x3
0x3

˙

`

ˆ´13x4
2x4
1x4
1x4

˙

“

ˆ

32
´4
0
0

˙

` x3 ¨

ˆ

26
´4
1
0

˙

` x4 ¨

ˆ

´13
2
1
1

˙

mit x3, x4 frei wählbar.

Also erhalten wird in diesem Falle Lα,β “

"ˆ

32
´4
0
0

˙

` t1 ¨

ˆ

26
´4
1
0

˙

` t2 ¨

ˆ

´13
2
1
1

˙

| t1, t2 P R
*

,

oder etwas kompakter formuliert, Lα,β “

ˆ

32
´4
0
0

˙

` Lin

"ˆ

26
´4
1
0

˙

,

ˆ

´13
2
1
1

˙*

.

Fall 2. α ´ 4 ‰ 0. Das heißt, α ‰ 4. In diesem Falle hat das augmentierte System genau 3 Stufen und
diesmal ist nur x4 frei. Man beachte, dass dies im Grunde genau wie Fall 1b ist, nur dass wir zusätzlich
Gleichung 3 beachten und x3 bestimmen müssen.

Aus der Stufenform von Gleichungen 3 ergibt sich

x3 “
β´8
α´4

Der Rest der Lösung des Gleichungssystems verhält sich genau wie im Fall 3b, das heißt

x “

ˆ

32
´4
0
0

˙

` x3 ¨

ˆ

26
´4
1
0

˙

` x4 ¨

ˆ

´13
2
1
1

˙

“

ˆ

32
´4
0
0

˙

`
β´8
α´4 ¨

ˆ

26
´4
1
0

˙

` x4 ¨

ˆ

´13
2
1
1

˙

,

wobei x4 frei wählbar ist.

Also erhalten wird in diesem Falle Lα,β “

"ˆ

32
´4
0
0

˙

`
β ´ 8

α´ 4
¨

ˆ

26
´4
1
0

˙

` t ¨

ˆ

´13
2
1
1

˙

| t P R
*

, oder

etwas kompakter formuliert, Lα,β “

ˆ

32
´4
0
0

˙

`
β´8
α´4 ¨

ˆ

26
´4
1
0

˙

` Lin

"ˆ

´13
2
1
1

˙*

.

Wir fassen die Lösung für alle Fälle zusammen:
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Lα,β “

$

&

%

∅ : α “ 4, β ‰ 8
u` Lintv,wu : α “ 4, β “ 8
u` α´4

β´8v ` Lintwu : α ‰ 4

für alle α, β P R, wobei u “

ˆ

32
´4
0
0

˙

, v “

ˆ

26
´4
1
0

˙

, w “

ˆ

´13
2
1
1

˙

.

Aufgabe 1¨2

Satz 1¨1 Angewandt auf die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems verändern
die elementaren Zeilenumformungen vom Typ (I), (II) und (III) die Menge der Lösungen nicht. ♦

Wir beweisen Satz 1¨1 mithilfe der folgenden Teilergebnisse.

Lemma 1¨2 Seien m,n P N und A P Rmˆn und b P Rm. Für i, j P t1, 2, . . . ,mu mit i ‰ j bezeichne mit

pA|bq
I;i,j
ù pA1|b1q

die Anwendung von Zeilentransformation (I) auf pA|bq, wobei Zeilei und Zeilej umgetauscht werden, was in
pA1|b1q resultiert. Dann für alle x P Rn, falls x eine Lösung für pA|bq ist, dann ist x eine Lösung für pA1|b1q.♦

Beweis. Betrachte den Fall i ă j. Es gilt

x eine Lösung für pA|bq

ùñ

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

pa1,1x1 ` a1,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn “ b1q
und pa2,1x1 ` a2,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2,nxn “ b2q
¨ ¨ ¨

und pai,1x1 ` ai,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` ai,nxn “ biq
¨ ¨ ¨

und paj,1x1 ` aj,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` aj,nxn “ bjq
¨ ¨ ¨

und pam,1x1 ` am,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` am,nxn “ bmq

ùñ

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

pa1,1x1 ` a1,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn “ b1q
und pa2,1x1 ` a2,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2,nxn “ b2q
¨ ¨ ¨

und paj,1x1 ` aj,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` aj,nxn “ bjq
¨ ¨ ¨

und pai,1x1 ` ai,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` ai,nxn “ biq
¨ ¨ ¨

und pam,1x1 ` am,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` am,nxn “ bmq

da lediglich zwei Aussagen in einer Konjunktion umgetauscht werden

ùñ x eine Lösung für pA1|bq1, da pA|bq
I;i,j
ù pA1|b1q.

Der Fall i ą j lässt sich analog zeigen. Falls i “ j bleibt das System unverändert, sodass die Behauptung
trivialerweise gilt. �

Lemma 1¨3 Seien m,n P N und A P Rmˆn und b P Rm. Für i P t1, 2, . . . ,mu und α P R z t0u bezeichne
mit

pA|bq
II;i,α
ù pA1|b1q

die Anwendung von Zeilentransformation (II) auf pA|bq, wobei Zeilei durch α¨Zeilei ersetzt wird, was in
pA1|b1q resultiert. Dann für alle x P Rn, falls x eine Lösung für pA|bq ist, dann ist x eine Lösung für pA1|b1q.

♦

Beweis. Es gilt

x eine Lösung für pA|bq

9



ùñ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

pa1,1x1 ` a1,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn “ b1q
und pa2,1x1 ` a2,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2,nxn “ b2q
¨ ¨ ¨

und pai,1x1 ` ai,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` ai,nxn “ biq
¨ ¨ ¨

und pam,1x1 ` am,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` am,nxn “ bmq

ùñ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

pa1,1x1 ` a1,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn “ b1q
und pa2,1x1 ` a2,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2,nxn “ b2q
¨ ¨ ¨

und pα ¨ pai,1x1 ` ai,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` ai,nxnq “ α ¨ biq
¨ ¨ ¨

und pam,1x1 ` am,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` am,nxn “ bmq

ùñ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

pa1,1x1 ` a1,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn “ b1q
und pa2,1x1 ` a2,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2,nxn “ b2q
¨ ¨ ¨

und pα ¨ ai,1x1 ` α ¨ ai,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` α ¨ ai,nxn “ α ¨ biq
¨ ¨ ¨

und pam,1x1 ` am,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` am,nxn “ bmq

x eine Lösung für pA1|bq1, da pA|bq
II;i,α
ù pA1|b1q.

Also gilt die Behauptung. �

Lemma 1¨4 Seien m,n P N und A P Rmˆn und b P Rm. Für i, j P t1, 2, . . . ,mu mit i ‰ j und α P R
bezeichne mit

pA|bq
III;i,j,α

ù pA1|b1q

die Anwendung von Zeilentransformation (III) auf pA|bq, wobei Zeilei durch die Addition von Zeilei mit
α¨Zeilej ersetzt wird, was in pA1|b1q resultiert. Dann für alle x P Rn, falls x eine Lösung für pA|bq ist, dann
ist x eine Lösung für pA1|b1q. ♦

Beweis. Es gilt

x eine Lösung für pA|bq

ùñ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

pa1,1x1 ` a1,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn “ b1q
und pa2,1x1 ` a2,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2,nxn “ b2q
¨ ¨ ¨

und pai,1x1 ` ai,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` ai,nxn “ biq
¨ ¨ ¨

und pam,1x1 ` am,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` am,nxn “ bmq

ùñ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

pa1,1x1 ` a1,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn “ b1q
und pa2,1x1 ` a2,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2,nxn “ b2q
¨ ¨ ¨

und pai,1x1 ` ai,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` ai,nxn ` α ¨ bj “ bi ` α ¨ bjq
¨ ¨ ¨

und pam,1x1 ` am,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` am,nxn “ bmq

ùñ

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

pa1,1x1 ` a1,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn “ b1q
und pa2,1x1 ` a2,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2,nxn “ b2q
¨ ¨ ¨

und pai,1x1 ` ai,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` ai,nxn
`α ¨ aj,1x1 ` α ¨ aj,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` α ¨ aj,nxn “ bi ` α ¨ bjq

¨ ¨ ¨

und pam,1x1 ` am,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` am,nxn “ bmq

da laut der j-ten Gleichung gilt bj “
řm
k“1 aj,kxk

ùñ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

pa1,1x1 ` a1,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn “ b1q
und pa2,1x1 ` a2,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2,nxn “ b2q
¨ ¨ ¨

und pa1i,1x1 ` a1i,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1i,nxn “ b1iq

¨ ¨ ¨

und pam,1x1 ` am,2x2 ` ¨ ¨ ¨ ` am,nxn “ bmq,

wobei a1i,k “ ai,k ` α ¨ aj,k für alle k und b1i “ bi ` α ¨ bj

ùñ x eine Lösung für pA1|bq1, da pA|bq
III;i,j,α

ù pA1|b1q.

10



Also gilt die Behauptung. �

Endlich können wir Satz 1¨1 beweisen:

Beweis (von Satz 1¨1). Seien m,n P N und A P Rmˆn und b P Rm. Seien A1 P Rmˆn und b1 P Rm, so
dass pA|bq durch eine Transformation der Art (I), (II) oder (III) aus pA|bq entsteht. Das heißt, entweder

pA|bq
I;i,j
ù pA1|b1q

oder pA|bq
I;i,α
ù pA1|b1q

oder pA|bq
III;i,j,α

ù pA1|b1q

(1¨1)

gilt, für ein i, j P t1, 2, . . . ,mu mit i ‰ j und α P R z t0u.
Zu zeigen:

tx P Rn | x eine Lösung für pA|bqu “ tx P Rn | x eine Lösung für pA|bqu. (1¨2)

Wir zeigen dies in zwei Teile:

(Ď.)
Sei x P Rn ein beliebiges Element aus der linken Menge, d. h. x ist eine Lösung zu pA|bq. Laut Lemma 1¨2
+ Lemma 1¨3 + Lemma 1¨4 und wegen (1¨1) erhalten wir, dass x eine Lösung zu pA1|b1q ist, d. h. x liegt in
der rechten Menge. Also ist die linke Menge in der rechten enthalten.

(Ě.)
Man beachte zuerst, dass sich die Transformation in (1¨1) umkehren lässt—
und zwar durch Elementartransformationen. Es ist einfach zu sehen, dass entweder

pA1|b1q
I;i,j
ù pA|bq

oder pA1|b1q
I;i,α´1

ù pA|bq

oder pA1|b1q
III;i,j,´α

ù pA|bq.

Die Situation ist also analog zum Ď-Teil. Darum gilt die Ě-Inklusion in (1¨2). �

11



Aufgabe 1¨3

Für diese Aufgabe wird das Konzept der linearen Unabhängigkeit aus Kapitel 5 angewandt.

Definition 1¨5 Seien m,n P N mit m ą n und seien A P Rmˆn, b P Rm, und I Ď t1, 2, . . . ,mu. Bezeichne
mit pA|bqI die erweiterte Koeffizientenmatrix pA|bq, die auf die Zeilen mit Indexes aus I (in bspw. aufstei-
gender Reihenfolge) reduziert ist. ♦

Beipsiel 1¨6 Für pA|bq gleich

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´5 0 0 ´7
4 ´6 ´10 6
´2 ´6 ´6 9
´7 4 ´1 ´5
4 ´5 2 ´9
´5 8 ´7 ´5

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

und I “ t2, 5, 6u ist pA|bqI gleich
¨

˝

4 ´6 ´10 6
4 ´5 2 ´9
´5 8 ´7 ´5

˛

‚.

♦

Mit diesem Mittel können wir nun die Hauptaussage in der Aufgabe formulieren:

Satz 1¨7 Seien m,n P N mit m ą n und seien A P Rmˆn und b P Rm. Falls pA|bq unlösbar ist, dann
existiert I Ď t1, 2, . . . ,mu mit |I| “ n` 1, so dass pA|bqI unlösbar ist. ♦

Beweis. Es stehen nun die Zeilen der Matrix A im Fokus. Wir verwandeln diese in Vektoren, d. h. setze

zpiq P Rn die i-te Zeile von A als Vektor geschrieben

für i P t1, 2, . . . ,mu. Da zp1q, zp2q, . . . , zpmq P Rn, können wir eine maximale Menge I0 Ď t1, 2, . . . ,mu
finden, so dass pzpiqqiPI0 aus linear unabhängigen Vektoren besteht. Wegen der Dimension von Rn gilt
|I| ď mintm,nu “ n. Sei k P t1, 2, . . . ,mu z I0 beliebig. Wegen Maximalität muss pzpiqqiPI0Ytku linear

abhängig sein. Und wegen der linearen Unabhängigkeit von pzpiqqiPI0 existieren (eindeutige) Koeffizienten
ck,i P R für i P I0 so dass

zpkq “
ř

iPI0: ck,iz
piq (1¨3)

gilt.

Um nun die Hauptaussage zu zeigen, nehmen wir an, dass pA|bq unlösbar ist. Zu zei-
gen: Es gibt eine Teilmenge I Ď t1, 2, . . . ,mu mit |I| “ n` 1, so dass pA|bqI unlösbar ist.

Angenommen, dies sei nicht der Fall. Aus dieser Annahme leiten wir folgende Behauptungen ab:

Behauptung 1. Die Verhältnisse zwischen den Zeilenvektoren in (1¨3) gelten auch für die Einträge
aus b. Das heißt

bk “
ř

iPI0: ck,ibi (1¨4)

für alle k P t1, 2, . . . ,m` 1u z I0.

Bew. Sei k P t1, 2, . . . ,m ` 1u z I0 beliebig. Da |I0| ď n ă n ` 1 lässt sich eine Teilmenge
I Ď t1, 2, . . . ,mu wählen, mit I Ě I0Ytku und |I| “ n` 1. Dann per Annahme ist pA|bqI
lösbar. Das heißt, x P Rn existiert, so dass

bi “
řn
j“1 ai,jxj (1¨5)

für alle i P I gilt. Da k P I und I0 Ď I und wegen (1¨3) erhalten wir nun das Verhältnis

bk “
řn
j“1 ak,jxj

“
řn
j“1pz

pkqqjxj

da die Einträge der k-ten Zeile den Einträgen von zpkq entsprechen
(1¨3)
“

řn
j“1p

ř

iPI0
ck,iz

piqqjxj

“
řn
j“1

ř

iPI0
ck,iz

piq
j xj

12



“
ř

iPI0
ck,i

řn
j“1 z

piq
j xj

“
ř

iPI0
ck,i

řn
j“1 ai,jxj

da die Einträge der i-ten Zeile den Einträgen von zpiq entsprechen
(1¨5)
“

ř

iPI0
ck,ibi.

Darum gilt die Behauptung. % (Beh. 1)

Behauptung 2. Es gibt eine Lösung zu pA|bq.

Bew. Da |I0| ď n ă n`1 lässt sich eine Teilmenge I Ď t1, 2, . . . ,mu wählen, so dass I Ě I0 und
|I| “ n ` 1. Dann per Annahme ist pA|bqI lösbar. Das heißt, ein x P Rn existiert, so dass

bi “
řn
j“1 ai,jxj (1¨6)

für alle i P I gilt. Da I Ě I0 können wir Behauptung 1 und
die Verhältnisse in (1¨3) anwenden. Für jedes k P t1, 2, . . . ,mu z I gilt

řn
j“1 ak,jxj “

řn
j“1pz

pkqqjxj

da die Einträge der k-ten Zeile den Einträgen von zpkq entsprechen
(1¨3)
“

řn
j“1p

ř

iPI0
ck,iz

piqqjxj

“
řn
j“1

ř

iPI0
ck,iz

piq
j xj

“
ř

iPI0
ck,i

řn
j“1 z

piq
j xj

“
ř

iPI0
ck,i

řn
j“1 ai,jxj

da die Einträge der i-ten Zeile den Einträgen von zpiq entsprechen
(1¨6)
“

ř

iPI0
ck,ibi

Beh. 1
“ bk

Also ist x P Rn nicht nur eine Lösung zu Zeile i des LGS, pA|bq, für jedes i P I, sondern
auch für jedes i P t1, 2, . . . ,mu z I. Das heißt, x ist eine Lösung des LGS pA|bq. Also ist
pA|bq lösbar. % (Beh. 2)

Laut Behauptung 2 ist also pA|bq lösbar. Dies ist aber ein Widerspruch! Darum stimmt die Annahme
oben nicht. Also gibt es doch eine Teilmenge I Ď t1, 2, . . . ,mu mit |I| “ n` 1, so dass pA|bqI unlösbar
ist. Damit wurde die zu zeigende Implikation bewiesen. � (Satz 1¨7)

Bemerkung 1¨8 Falls man sich aber auf rudimentäre Mitteln beschränken will, kann man alternativ wie folgt
vorgehen. Man wende zuerst das Gaußverfahren an und erhalte somit eine Folge

pAp0q|bp0qq ù pAp1q|bp1qq ù pAp2q|bp2qq ù ¨ ¨ ¨ ù pApNq|bpNqq

wobei N P N, Ap0q “ A, bp0q “ b, pApNq|bpNqq eine erweiterte Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform ist,
und jede der "ù! Übergänge jeweils eine Transformation der Art (I), (II), oder (III) bezeichnet. Da m ą n
sieht nun die Zeilenstufenform, also pApNq|bpNqq, folgendermaßen aus:

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 . . . 0
looomooon

`1

γ1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ˚ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ˚ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ b
pNq
1

0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0
looomooon

`2

γ2 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ˚ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ b
pNq
2

...
...

0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 0 . . . 0
looomooon

`r

γr ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ b
pNq
r

0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 0 . . . 0 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ b
pNq
r`1

...
...

0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 0 . . . 0 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ b
pNq
m

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

wobei r P N0 die Anzahl der Stufen ist, `1, `2, . . . , `r P N0, und γ1, γ2, . . . , γr P Rzt0u die Hauptkoeffizienten
der Stufen sind. Es muss nun 0 ď r ď mintm,nu “ n gelten.

Jetzt kann man leicht dafür argumentiere, dass (1) die Zeilenstufenform, pApNq|bpNqq, die Implikation erfüllt.
Dann aufgrund der Umkehrbarkeit der Elementartransformationen, reicht es aus zu zeigen, dass (2): wenn
pA1,b1q ù pA2,b2q und wenn pA1,b1q die Implikation erfüllt, dann erfüllt pA2,b2q die Implikation. Dies ist
nur etwas mühseliger und die Argumentation von (2) führt letzten Endes zu ähnlichen Ideen, die im Beweis
oben vorkommen. ♦
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Übungsserie 2

Woche 2

ACHTUNG. Diese Lösungen dienen nicht als Musterlösungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 2¨1

Satz 2¨1 (vgl. [Sin20, Korollar 1.3.3]). Sei V ein Vektorraum über R wie Rn für ein n P N. Seien
v,w P V mit v ‰ w und w ‰ 0 und sei

L :“ tsv ` p1´ sqw | s P Ru

die Verbindungsgerade zw. v und w. Dann gilt 0 P L ô Dc P R : v “ cw. ♦

Beweis. Der Beweis wird in zwei Teilen gezeigt.

(ùñ). Angenommen, 0 P L. Zu zeigen: Dc P R : v “ cw.
Per Definition von L existiert ein s P R, so dass sich 0 als 0 “ sv ` p1 ´ sqw darstellen lässt. Daraus lässt
sich ableiten:

0 “ sv ` p1´ sqw ðñ sv “ ps´ 1qw
ðñ ps “ 0 undw “ spw ´ vq “ 0q

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

unmöglich, da w ‰ 0 per Voraussetzung

oder ps ‰ 0 undv “ pps´ 1q{sqwq

ðñ s ‰ 0 undv “ pps´ 1q{sqw
ùñ Dc P R : v “ cw.

(ðù). Angenommen, v “ cw für ein c P R. Zu zeigen: 0 P L.
Per Voraussetzung gilt nun v ‰ w, sodass c “ 1 direkt ausgeschlossen ist.

Setze nun s :“ 1
1´c P R , was wohldefiniert ist, da c ‰ 1.

Man berechnet nun

PL, per Definition
hkkkkkkkikkkkkkkj

sv ` p1´ sqw “ 1
1´ccw ` p1´

1
1´c qw “ p

c

1´ c
` 1´

1

1´ c
loooooooooomoooooooooon

“
c´1
1´c`1“0

qw “ 0w “ 0.

Darum gilt 0 P L. �



Aufgabe 2¨2

(a) Satz 2¨2 Seien v,v1,w,w1 P R2 mit w,w1 ‰ 0. Seien L :“ tv`tw | t P Ru und L1 :“ tv1`sw1 |
s P Ru. Angenommen, L ‰ L1. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) LX L1 “ ∅;

(ii) w,w1 sind kolinear, d. h. Dc P R : w “ cw1.
♦

Beweis. Der Beweis wird in zwei Teilen gezeigt.

((ai)ùñ(aii)). Angenommen, LX L1 “ ∅. Zu zeigen: Dc P R : w “ cw1.

Angenommen, dies sei nicht der Fall.

Da w,w1 ‰ 0 bedeutet dies, dass w,w1 linear unabhängig sind. (Ñ Warum??)
Also gilt für den Untervektorraum U :“ Lintw,w1u, dass dimpUq “ 2.
Da U Ď R2 Vektorräume sind und dimpUq “ 2 “ dimpR2q, folgt hieraus, dass U “ R2. (Ñ Warum??)
Betrachte bspw. den Vektor

ξ :“ v1 ´ v P R2. (2¨1)

Dann ξ P U “ Lintw,w1u. Folglich existieren Skalare α, β P R, so dass αw ` βw1 “ ξ gilt.

Setze nun t :“ α und s :“ ´β . Dann gilt

PL
hkkikkj

v ` tw “ pv ` twq ´ pv1 ` sw1q ` v1 ` sw1

“ pv ´ v1q ` ptw ´ sw1q ` v1 ` sw1

“ pv ´ v1q ` pαw ` βw1q ` v1 ` sw1

(2¨1)
“ ´ξ ` ξ ` v1 ` sw1 “ v1 ` sw1

looomooon

PL1

.

Darum gilt LX L1 ‰ ∅, was ein Widerspruch ist.
Darum stimmt die o. s. Annahme nicht. Also sind w,w1 kolinear.

((aii)ùñ(ai)). Angenommen, w “ cw1 für ein c P R. Zu zeigen: LX L1 “ ∅.

Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann existiert ein Vektor, u P LX L1.

Per Konstruktion existieren dann s0, t0 P R, so dass

v ` t0w “ u “ v1 ` s0w
1.

Aus der Voraussetzung für diese Richtung folgt

v1 “ v ` pt0 ´ s0cqw (2¨2)

Beachte, dass c ‰ 0 , denn sonst würde w “ cw1 “ 0 gelten, was ein Widerspruch ist. Wir berechnen

L1 “ tv1 ` sw1 | s P Ru
(2¨2)
“ tv ` pt0 ´ s0cqw ` scw | s P Ru
“ tv ` pt0 ` ps´ s0qcqw | s P Ru
“ tv ` tw | t P Ru,

(2¨3)

wobei R “ tt0 ` ps ´ s0qc | s P Ru “ fpRq. Also R “ fpRq, wobei f : RÑ R eine durch
fpsq “ t0 ` ps´ s0qc definierte Funktion ist. Da c ‰ 0, ist es einfach zu sehen, dass f surjektiv ist
(in der Tat bijektiv). Darum gilt R “ fpRq “ R.
Aus (2¨3) folgt also L1 “ tv ` tw | t P Ru “ L, was ein Widerspruch ist.
Darum stimmt die o. s. Annahme nicht. Also gilt LX L1 “ ∅. �

(b) Wir zeigen nun ein minimales Beispiel dafür, dass Satz 2¨2 im allgemeinen für andere Vektorräume nicht
gilt. Betrachte den Vektorraum R3. Betrachte die folgenden Vektoren in R3:

v “

´

0
0
0

¯

, v1 “

´

1
0
0

¯

, w “

´

0
1
0

¯

, w1 “

´

0
1
1

¯

.

Bis auf 2-Dimensionalität erfüllen diese die Voraussetzungen in Satz 2¨2. Einerseits wurden w, w1 so
gewählt, dass sie nicht kolinear sind. Dennoch schneiden sich die beiden Geraden, L, L1, nicht, da
L Ď tx P R3 | x1 “ 0u “: E und L1 Ď tx P R3 | x1 “ 1u “: E1 und offensichtlich E X E1 “ ∅.
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Aufgabe 2¨3

(a) Für jedes γ P R sei die Gerade Lγ Ď R2 gegeben durch

Lγ “ tpx, yq P R2 | 2x` y “ γ ¨ px´ 3y ´ 7qu.

Satz 2¨3 Es gibt exakt einen Punkt in dem Schnitt aus den Geraden, Lγ , γ P R. Es gilt nämlich
č

γPR
Lγ “ tξu, wobei ξ “ p1,´2q. ♦

Beweis. Wir teilen diesen Beweis in zwei Teilen auf:

(Ě). Es reicht aus, für alle γ P R zu zeigen, dass ξ P Lγ .
Fixiere also ein beliebiges γ P R. Dann

2ξ1 ` ξ2 “ 2 ¨ 1` p´2q “ 0, und
γ ¨ pξ1 ´ 3ξ2 ´ 7q “ γ ¨ p1´ 3p´2q ´ 7q “ γ ¨ 0 “ 0.

Also 2ξ1 ` ξ2 “ γ ¨ pξ1 ´ 3ξ2 ´ 7q. Folglich gilt ξ P Lγ per Konstruktion.

(Ď). Sei η :“ px, yq P
Ş

γPR Lγ beliebig. Zu zeigen: η “ ξ.
Zu diesem Zwecke seien γ1, γ2 P R irgendwelche Werte mit γ1 ‰ γ2. Per Wahl gilt η P Lγ1 X Lγ2 . Also

2x` y “ γ1 ¨ px´ 3x´ 7q, und
2x` y “ γ2 ¨ px´ 3x´ 7q.

Wir können ganz naiv arbeiten und die Gleichungen subtrahieren. Dies liefert pγ1´γ2q ¨ px´3x´7q “ 0,
woraus sich ergibt, dass x´ 3y´ 7 “ 0 gelten muss, da γ1 ‰ γ2. Eingesetzt in die erste Gleichung oben
liefert 2x` y “ γ ¨ 0 “ 0. Darum muss p xy q das LGS pA|bq lösen, wobei

A “
`

1 ´3
2 1

˘

, b “ p 7
0 q

Gaußverfahren angewandt auf pA|bq:
ˆ

1 ´3 7
2 1 0

˙

Wende die Zeilentransformation Z2 ø Z2 ´ 2 ¨ Z1 an:
ˆ

1 ´3 7
0 7 ´14

˙

Aus der Stufenform erschließt sich

y “ ´14
7 “ ´2

x “ 7` 3 ¨ y “ 1.

Also η “ px, yq “ p1,´2q “ ξ für alle η P
Ş

γPR Lγ . Das heißt
Ş

γPR Lγ Ď tξu. �
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(b) (i) Sei γ P R. Dann gilt

p´3, 2q P Lγ ðñ 2p´3q ` p2q “ γ ¨ pp´3q ´ 3p2q ´ 7q
ðñ γ “ ´4

´16 “
1
4 .

Also ist γ “ 1
4 der eindeutige Parameter, für den p´3, 2q P Lγ gilt.

(ii) Sei γ P R. Man beobachte, dass

Lγ “ tpx, yq P R2 | p2´ γqx` p1` 3γqy “ ´7γu

“

$

’

&

’

%

tpx, yq P R2 | 0x` p1` 3 ¨ 2qy “ ´7 ¨ 2u : γ “ 2

tpx, yq P R2 | p2´ ´1
3 qx` 0y “ ´7 ¨ ´1

3 u : γ “ ´ 1
3

tpx, yq P R2 | p2´ γqx` p1` 3γqy “ ´7γu : sonst

“

$

’

&

’

%

tpx, yq P R2 | y “ ´2u : γ “ 2

tpx, yq P R2 | x “ 1u : γ “ ´ 1
3

tpx, yq P R2 | y “ γ´2
1`3γx´

7γ
1`3γ u : sonst

.

Daraus folgt, dass Lγ

• parallel zur x-Achse für γ “ 2 ist,

• parallel zur y-Achse für γ “ ´ 1
3 ist,

• und ansonsten weder zur x- noch y-Achse parallel ist, da in diesem Falle Lγ die Gerade
"y “ ax` b! ist, wobei a ‰ 0.

Also ist der gesuchte Parameterwert eindeutig γ “ ´ 1
3 .

(iii) Die Gerade "x ´ 2y “ ´1! lässt sich äquivalent als "y “ 1
2x ` 1 darstellen. Darum wird ein

Wert γ P R gesucht, so dass die Gerade Lγ weder zur x- noch y-Achse parallel ist, und die die
y-x-Steigung 1

2 hat. Nach der o. s. Berechnung in (ii) kommt dies nur für den 3. Fall in Frage.
Darum gilt

Lγ parallel zur Gerade "x´ 2y “ ´1! ðñ γ R t2,´ 1
3u und γ´2

1`3γ “
1
2

ðñ γ R t2,´ 1
3u und pγ ´ 2q “ 1

2 p1` 3γq
ðñ γ R t2,´ 1

3u und γ “ ´5
ðñ γ “ ´5.

Also ist der gesuchte Parameterwert eindeutig γ “ ´5 .

17



Übungsserie 3

Woche 3

ACHTUNG. Diese Lösungen dienen nicht als Musterlösungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 3¨1

Wir arbeiten im Vektorraum R3 und betrachten die Vektoren

v1 “

´

1
3
1

¯

v2 “

´

´2
5
´2

¯

w1 “

´

4
´3
´3

¯

w2 “

´

0
1
1

¯

Zu berechnen: U :“ Lintv1,v2u X Lintw1,w2u als Untervektorraum von R3.
Zu diesem Zwecke betrachte einen beliebigen Vektor, ξ P R3. Es gilt

ξ P U ðñ Dt1, t2, t3, t4 P R : ξ “ t1v1 ` t2v2 und ξ “ t3w1 ` t4w2

ðñ Dt P R4 : ξ “ t1v1 ` t2v2 und t1v1 ` t2v2 “ t3w1 ` t4w2

ðñ Dt P R4 : ξ “ t1v1 ` t2v2 und t1v1 ` t2v2 ´ t3w1 ´ t4w2 “ 0
ðñ Dt P R4 : ξ “ t1v1 ` t2v2 und t1v1 ` t2v2 ` t3w1 ` t4w2 “ 0
ðñ Dt P R4 : ξ “ t1v1 ` t2v2 undAt “ 0,

(3¨1)

wobei

A :“ pv1 v2 w1 w2q “

´

1 ´2 4 0
3 5 ´3 1
1 ´2 ´3 1

¯

Darum ist es notwendig und hinreichend, die homogenen Lösungen für A zu finden, und daraus die Parameter
abzulesen.

Homogenes Problem für A:
Zeilentransformationen Z2 ø Z2 ´ 3 ¨ Z1, Z3 ø Z3 ´ Z1 anwenden:

´

1 ´2 4 0
0 11 ´15 1
0 0 ´7 1

¯

Wende die Zeilentransformation Z2 ø Z2 ´ Z3 an:
´

1 ´2 4 0
0 11 ´8 0
0 0 ´7 1

¯

Aus der Zeilenstufenform erschließt sich, dass t4 frei ist. Also t4 “ α für ein frei wählbares α P R.
Aus der Stufenform von Gleichungen 3, 2, 1 erschließt sich

t3 “ 1
7 t4 “

1
7α

t2 “ 8
11 t3 “

8
77α

t1 “ 2t2 ´ 4t3 “
16
77α´

4
7α “ ´

28
77α

Man kann o. E. α durch β :“ ´77α ersetzen. Also ist die homogene Lösung gegeben durch

t “ β

ˆ

28
´8
´11
´77

˙

, mit β P R frei wählbar.

Wir können nun (3¨1) fortsetzen und erhalten



ξ P U ðñ Dt P R4 : ξ “ t1v1 ` t2v2 undAt “ 0

ðñ Dt P R4 : ξ “ t1v1 ` t2v2 und Dβ P R : t “ β

ˆ

28
´8
´11
´77

˙

ðñ Dβ P R : ξ “ β ¨ p28v1 `´8v2
loooooomoooooon

“:u

q

ðñ ξ P Lintuu

(3¨2)

für alle ξ P R3.
Es gilt

u “ 28
´

1
3
1

¯

´ 8
´

´2
5
´2

¯

“

´

44
44
44

¯

“ 44
´

1
1
1

¯

.

Aus (3¨2) ergibt sich der zu berechnende Untervektorraum als

Lintv1,v2u X Lintw1,w2u “ U “ Lintuu “ Lint44
´

1
1
1

¯

u “ Lint
´

1
1
1

¯

u.
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Aufgabe 3¨2

Seien X, Y nicht leere Mengen und f : X Ñ Y eine Funktion.

(a) Behauptung. Die Aussage @A,B Ď X : fpAXBq “ fpAq X fpBq ist nicht allgemein gültig . ♦

Beweis. Betrachte das Beispiel X “ t0, 1u, Y “ t2u, und f : X Ñ Y mit fpxq “ 2 für alle x P X.
Für A “ t0u und B “ t1u gilt fpA X Bq “ fp∅q “ ∅, während fpAq X fpBq “ t2u X t2u “ t2u. Also
fpAXBq ‰ fpAq X fpBq. Darum ist dies ein Gegenbeispiel zur Aussage. �

Bemerkung. Die Aussage ist eigentlich genau dann wahr, wenn f injektiv ist.

(b) Behauptung. Die Aussage @A,B Ď X : fpAYBq “ fpAq Y fpBq ist allgemein gültig . ♦

Für manche (doppelte) Implikationen hier, nämlich für den Umgang mit Existenzquantoren, braucht
man Grundkenntnisse in Prädikatenlogik 1. Stufe. Hierfüg gibt es zahlreiche Einführungswerke in die
mathematische Logik, bspw. [?].

Beweis. Seien A,B Ď X beliebige Teilmengen. Es reicht aus zu zeigen, dass y P fpA Y Bq ô y P
fpAq Y fpBq für alle y P Y gilt.
Sei also y P Y beliebig. Es gilt

y P fpAYBq ðñ Dx P AYB : y “ fpxq

ðñ Dx P X : x P AYB und y “ fpxq

ðñ Dx P X : px P A oderx P Bq und y “ fpxq

ðñ Dx P X :
`

px P A und y “ fpxqq oder px P B und y “ fpxqq
˘

ðñ Dx P X : px P A und y “ fpxqq oder Dx P X : px P B und y “ fpxqq

ðñ Dx P A : y “ fpxq oder Dx P B : y “ fpxq

ðñ y P fpAq oder y P fpBq

ðñ y P fpAq Y fpBq.

Darum gilt fpAYBq “ fpAq Y fpBq für alle A,B Ď X. �

(c) Behauptung. Die Aussage @A Ď X : fpX zAq “ Y z fpAq ist nicht allgemein gültig . ♦

Beweis. Betrachte das Beispiel X “ t0, 1u, Y “ t2u, und f : X Ñ Y mit fpxq “ 2 für alle x P X. Für
A “ t0u gilt fpX zAq “ fpt1uq “ t2u, während Y X fpAq “ t2u z t2u “ ∅. Also fpX zAq ‰ Y X fpAq.
Darum ist dies ein Gegenbeispiel zur Aussage. �

Bemerkung. Die Aussage ist eigentlich genau dann wahr, wenn f bijektiv ist. Und eine leicht modifizierte
Aussage, @A Ď X : fpX zAq “ fpXq X fpAq, ist genau dann wahr, wenn f injektiv ist.

(d) Behauptung. Die Aussage @A,B Ď Y : f´1pAXBq “ f´1pAq X f´1pBq ist allgemein gültig . ♦

Beweis. Seien A,B Ď Y beliebige Teilmengen. Es reicht aus zu zeigen, dass x P f´1pA X Bq ô x P
f´1pAq X f´1pBq für alle x P X gilt.
Sei also x P X beliebig. Es gilt

x P f´1pAXBq ðñ fpxq P AXB

ðñ fpxq P A und fpxq P B

ðñ x P f´1pAq undx P f´1pBq

ðñ x P f´1pAq X f´1pBq.

Darum gilt f´1pAXBq “ f´1pAq X f´1pBq für alle A,B Ď Y . �

(e) Behauptung. Die Aussage @A,B Ď Y : f´1pAYBq “ f´1pAq Y f´1pBq ist allgemein gültig . ♦

Beweis. Seien A,B Ď Y beliebige Teilmengen. Es reicht aus zu zeigen, dass x P f´1pA Y Bq ô x P
f´1pAq Y f´1pBq für alle x P X gilt.
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Sei also x P X beliebig. Es gilt

x P f´1pAYBq ðñ fpxq P AYB

ðñ fpxq P A oder fpxq P B

ðñ x P f´1pAq oderx P f´1pBq

ðñ x P f´1pAq Y f´1pBq.

Darum gilt f´1pAYBq “ f´1pAq Y f´1pBq für alle A,B Ď Y . �
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Aufgabe 3¨3

(a) Seien n P N und v P Rn. Sei f : Rn Ñ Rn durch fpxq “ x` v definiert.

Behauptung. f ist bijektiv . ♦

Beweis. Sei g : Rn Ñ Rn durch gpxq “ x´ v definiert. Es ist einfach zu sehen, dass f ˝ g “ idRn und
g ˝ f “ idRn . Per Definition ist als f eine Bijektion mit Inversem g. �

(b) Seien n P N und X “ Rn ˆ pRn z t0uq. Sei Y die Menge aller Geraden im Rn. Sei f : X Ñ Y durch
fpv, wq “ tv ` t ¨ w | t P Ru definiert.

Behauptung. f ist surjektiv aber nicht injektiv . ♦

Beweis.
:::::::::::
Surjektivität

Idee: Folgt aus der Definition von Geraden durch Parameter.
Sei L Ď Rn eine beliebige Gerade. Zu zeigen: L P fpXq.
Nun, per Definition einer Geraden existieren u, v P Rn mit w ‰ 0 und so dass L “ tu ` t ¨ w | t P Ru.
Offensichtlicht gilt pv, wq P X. Darum gilt L “ fppv, wqq P fpXq.

:::::::::::::::
Nichtinjektivität
Idee: Wir wissen, dass verschiedene aber parallele Vektoren dieselbe Gerade definieren.
Fixiere beliebiges v, w P Rn und wähle ein c P R z t0, 1u.
Dann sind w, cw ‰ 0 verschiedene aber parallele Vektoren.
Darum gilt fppv, wqq “ tv ` t ¨ w | t P Ru “ tv ` tc ¨ w | t P Ru “ fppv, cwqq.
Da pv, wq ‰ pv, cwq, ist f somit nicht injektiv. �

(c) Es sei X die Menge aller Bücher in einem fixierten Kontext. Sei Y die Menge alle Autor(inn)en von
Büchern. Sei f : X Ñ PpY q definiert durch fpxq “ ty | y ein(e) Autor(in) vom Buch xu für alle x P X.

Behauptung. f ist nicht im Allgemeinen injektiv und niemals surjektiv . ♦

Beweis.
::::::::::::::::
Nichtsurjektivität

Zu zeigen: Es gibt konstellationen von Autor(inn)en, die kein gemeinsames Buch verfasst haben.
Es gibt immer eine(n) Autor(in) eines Buchs, sodass ∅ R fpXq in allen Kontexten. Darum ist f niemals
surjektiv.

:::::::::::::::
Nichtinjektivität
Zu zeigen: Es gibt zwei verschiedene Bücher, die von der gleichen Konstellation an Au-
tor(inn)en verfasst wurden. In unserem Kontext hat bspw. a “ JK Rowling alleine die Bücher
b1 :“ "HP and the Philosopher’s Stone! und b2 :“ "HP and the Goblet of Fire! geschrieben. Darum
b1 ‰ b2 und fpb1q “ tau “ fpb2q. Also ist f in unserem Kontext nicht injektiv. �

Anmerkung. Falls wir ∅ von der Bildmenge PpY q exludieren, dann können wir mindestens dafür ar-

gumentieren, dass f nicht im Allgemeinen surjektiv ist: In unserem konkreten Kontext haben bspw.

JK Rowling und Oscar Wilde nie am selben Buch gearbeitet, also gilt tJK Rowling, Oscar Wildeu R fpXq.
In der Tat ist ein Kontext kaum vorstellbar, in dem sich alle Autor(inn)en an einem gemeinsamen Buch
beteiligt haben, d. h. Y P fpXq sowie alle

”
große“ Teilmengen sind fast immer ausgeschlossen.

(d) Seien X die Menge aller in Deutschland zugelassener Kfz und Y die Menge aller amtlicher Kennzeichen.
Sei f : X Ñ Y die Abbildung, die jedem Kfz sein Kennzeichen zuordnet.

Behauptung. f ist injektiv aber nicht im Allgemeinen surjektiv . ♦

Beweis.
:::::::::::
Injektivität: Jedes Kennzeichen darf per Gesetz nur einem Kfz zugehören.

:::::::::::::::::
Nichtsurjektivität:

Es besteht zwar die Chance, dass irgendwann alle Kennzeichen aufgebraucht werden, aber in der Praxis
ist die Menge Y sehr groß, dass dies aktuell und für eine lange Zeit nicht vorkommt. �
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Übungsserie 4

Woche 4

Aufgabe 4¨1

(a) Betrachte die Menge X :“ Zˆ N und die binäre Relation, „Ď X ˆX, die durch

pa, bq „ pa1, b1q ðñ ab1 “ a1b

für pa, bq, pa1, b1q P X definiert wird.

Behauptung. pX,„q ist eine Äquivalenzrelation. ♦

Beweis. Wir gehen die Axiome durch:

::::::::::
Reflexivität: Sei pa, bq P X beliebig.

Zu zeigen: pa, bq „ pa, bq.
Offensichtlich gilt ab “ ab.
Per Konstruktion gilt also pa, bq „ pa, bq.

:::::::::
Symmetrie: Seien pa, bq, pa1, b1q P X beliebig.

Zu zeigen: pa, bq „ pa1, b1q ñ pa1, b1q „ pa, bq.
Es gilt

pa, bq „ pa1, b1q ðñ ab1 “ a1b (per Konstruktion)
ùñ a1b “ ab1

ðñ pa1, b1q „ pa, bq (per Konstruktion).

:::::::::::
Transitivität: Seien pa, bq, pa1, b1q, pa2, b2q P X beliebig.

Zu zeigen: pa, bq „ pa1, b1q und pa1, b1q „ pa2, b2q ñ pa, bq „ pa2, b2q.
Es gilt

pa, bq „ pa1, b1q
und pa1, b1q „ pa2, b2q ðñ ab1 “ a1b und a1b2 “ a2b1

(per Konstruktion)
ùñ pab2qb1 “ pab1qb2 “ pa1bqb2 “ pa1b2qb “ pa2b1qb “ pa2bqb1

ùñ ab2 “ a2b,
da b1 ‰ 0

ðñ pa, bq „ pa2, b2q
(per Konstruktion).

Darum erfüllt pX,„q die Axiome einer Äquivalenzrelation. �

Bemerkung. Man kann zeigen, dass f : X{„ Ñ Q definiert durch fprpa, bqsq “ a{b wohldefiniert und
bijektiv ist. In der Tat realisieren manche Werke die rationalen Zahlen, Q, als genau diesen Quotienten-
raum, d. h. man kann die Äquivalenzklassen hier als rationale Zahlen deuten.

(b) Betrachte die Menge X :“ Zˆ Z und die binäre Relation, ďĎ X ˆX, die durch

pa, bq ď pa1, b1q ðñ a ď a1 und b ď b1

für pa, bq, pa1, b1q P X definiert wird.

Behauptung. pX,ďq ist eine partielle Ordnung aber nicht total . ♦

Beweis. Wir gehen die Axiome durch:



::::::::::
Reflexivität: Sei pa, bq P X beliebig.

Zu zeigen: pa, bq ď pa, bq.
Offensichtlich gilt a ď a und b ď b.
Per Konstruktion gilt also pa, bq ď pa, bq.

:::::::::::::
Antisymmetrie: Seien pa, bq, pa1, b1q P X beliebig.

Zu zeigen: pa, bq ď pa1, b1q und pa1, b1q ď pa, bq ñ pa, bq “ pa1, b1q.
Es gilt

pa, bq ď pa1, b1q
und pa1, b1q ď pa, bq ðñ a ď a1 und b ď b1und a1 ď a und b1 ď b

(per Konstruktion)
ùñ a “ a und b “ b1,

da pZ,ďq antisymmetrisch ist
ðñ pa, bq “ pa1, b1q.

:::::::::::
Transitivität: Seien pa, bq, pa1, b1q, pa2, b2q P X beliebig.

Zu zeigen: pa, bq ď pa1, b1q und pa1, b1q ď pa2, b2q ñ pa, bq ď pa2, b2q.
Es gilt

pa, bq ď pa1, b1q
und pa1, b1q ď pa2, b2q ðñ a ď a1 und b ď b1und a1 ď a2 und b1 ď b2

(per Konstruktion)
ùñ a ď a2 und b ď b2,

da pZ,ďq transitiv ist
ðñ pa, bq ď pa2, b2q

(per Konstruktion).

Darum erfüllt pX,ďq die einer partiellen Ordnung.
Zum Schluss, beachte, dass p0, 1q und p1, 0q bzgl. ď unvergleichbar sind. Darum ist pX,ďq nicht total.�
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Aufgabe 4¨2

Fixiere n P N. Wir definieren die binäre Relation „Ď Zˆ Z mittels

a „ b :ðñ modpa, nq “ modpb, nq

für a, b P Z.

(a) Behauptung. pZ,„q ist eine Äquivalenzrelation. ♦

Beweis. Wir gehen die Axiome durch:

::::::::::
Reflexivität: Sei a P Z beliebig. Zu zeigen: a „ a.

Offensichtlich gilt modpa, nq “ modpa, nq.
Per Konstruktion gilt also a „ a.

:::::::::
Symmetrie: Seien a, a1 P Z beliebig. Zu zeigen: a „ a1 ñ a1 „ a.

Es gilt

a „ a1 ðñ modpa, nq “ modpa1, nq (per Konstruktion)
ùñ modpa1, nq “ modpa, nq
ðñ a1 „ a (per Konstruktion).

:::::::::::
Transitivität: Seien a, a1, a2 P Z beliebig. Zu zeigen: a „ a1 und a1 „ a2 ñ a „ a2.

Es gilt

a „ a1 und a1 „ a2 ðñ modpa, nq “ modpa1, nq und modpa1, nq “ modpa2, nq
(per Konstruktion)

ùñ modpa, nq “ modpa2, nq
ðñ a „ a2 (per Konstruktion).

Darum erfüllt pZ,„q die Axiome einer Äquivalenzrelation. �

Bemerkung. Es gibt einen einfacheren Ansatz. Zunächst beweist man das allgemeine Lemma: Für jede
Äquivalenzrelation pY,«q und jede Relation pX,Rq, falls eine Funktion f : X Ñ Y existiert, so dass
@x, x1 P X : px, x1q P Rô fpxq « fpx1q, so gilt dass pX,Rq eine Äquivalenzrelation ist. Und jetzt wendet
man dies auf unseren Kontext an: Wir die Äquivalenzrelation pt0, 1, 2 . . . , n ´ 1u,“q und die Relation
pZ,„q und eine Abbildung f : a P Z ÞÑ modpa, nq, für die @a, a1 P Z : pa, a1q P„ô fpaq « fpa1q per
Konstruktion gilt. Darum ist pZ,„q eine Äquivalenzrelation.

(b) Behauptung. Es gibt n Äquivalenzklassen. ♦

Beweis. Betrachte die Abbildung

ρ : Z{„ Ñ t0, 1, . . . , n´ 1u
: ras ÞÑ modpa, nq

Es reicht aus zu zeigen, dass ρ eine wohldefinierte Bijektion ist.

:::::::::::::::
Wohldefiniertheit: Sei C P Z{ „ beliebig. Seien a, a1 P Z mit ras “ C und ra1s “ C.

Zu zeigen: modpa, nq “ modpa1, nq.
Aus ras “ C “ ra1s folgt a „ a1 und damit per Konstruktion modpa, nq “ modpa1, nq. Darum
ordnet ρ einen eindeutig Wert ras zu.

::::::::::
Injektivität: Seien C,C 1 P Z{„ beliebig. Zu zeigen: ρpCq “ ρpC 1q ñ C “ C 1.

Wähle zunächst a, a1 P Z, so dass C “ ras und C “ ra1s. Dann gilt

ρpCq “ ρpC 1q ùñ modpa, nq “ modpa1, nq
ùñ a „ a1

ùñ C “ ras “ ra1s “ C 1.

:::::::::::
Surjektivität: Sei k P t0, 1, . . . , n´ 1u beliebig. Zu zeigen: k P ρpZ{„q.

Setze C “ rks P Z{„. Dann ρpCq “ modpk, nq “ k.a Also gilt k P ρpZ{„q.

Darum ist ρ eine Bijektion. Also gilt |Z{„ | “ |t0, 1, . . . , n´ 1u| “ n. �

(c) Laut der Berechnung in Aufgabe 2(b) gilt Z{„ “ tr0s, r1s, . . . , rn´ 1su. Für jedes k P t0, 1, . . . , n´ 1u

aSeien q P Z und r P t0, 1, . . . , n´ 1u mit qn` r “ k. Da k, r P t0, 1, . . . , n´ 1u, gilt qn “ k´ r P ZXp´n, nq. Das heißt,
k ´ r ist eine durch n teilbare ganze Zahl in p´n, nq. Die einzige solche Zahl ist 0. Also k ´ r “ 0. Also modpk, nq “ r “ k.
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lässt sich die Äquivalenzklasse rks wie folgt als Teilmenge beschreiben

rks “ ta P Z | a „ ku per Definition
“ ta P Z | modpa, nq “ modpk, nqu
“ ta P Z | modpa, nq “ ku
“ ta P Z | Dq P Z : a “ qn` ku
“ tqn` k | q P Zu
“ Z ¨ n` k.

Also lassen sich die Äquivalenzklassen durch die Teilmengen tZ ¨ n` k | k P t0, 1, . . . , n´ 1uu darstellen.

Aufgabe 4¨3

Behauptung. Für n P N bezeichne mit Φpnq die Aussage, dass für alle Mengen X, Y mit |X| “ |Y | “ n

|tf | f eine Bijektion zw. X und Y u| “ n!. (4¨1)

Dann gilt @n P N : Φpnq. ♦

Beweis (Ansatz I). Sei n P N und seien X, Y n-elementige Mengen. Sei px1, x2, . . . , xnq eine Auflistung
der Elemente in X. Um eine Injektion zw. X und Y zu definieren, wählt man zuerst ein Element y1 P Y für
x1 (dafür gibt es n Möglichkeiten), dann ein Element y2 P Y for x2 (dafür bleiben n´1 Möglichkeiten übrig),
usw. Darum gibt es insgesamt n ¨ pn ´ 1q ¨ ¨ ¨ ¨ 1 “ n! Injektionen zwischen X und Y . Da X und Y endlich
und gleichmächtig sind, ist jede Injektion zwischen diesen Mengen automatisch surjektiv und damit bijektiv.
Darum gibt es n! Bijektionen zwischen X und Y . � (Ansatz I)

Beweis (Ansatz II). Wir beweisen die Behauptung per Induktion über n.

::::::::::::::::
Induktionsanfang: Sei n “ 1. Für 1-elementigen Mengen X, Y , gibt es offensichtlich exakt eine

Funktion zwischen X und Y , und dies ist eine Bijektion. Darum gilt (4¨1).

:::::::::::::::::::::::
Induktionsvoraussetzung: Sei n ą 1. Angenommen, Φpn´ 1q gilt.

::::::::::::::::
Induktionsschritt: Seien X, Y beliebige n-elementige Mengen. Zu zeigen: (4¨1) gilt.

Fixiere x0 P X. Beobachte, dass für alle y0 P Y die Mengen X 1 :“ X z tx0u und Y 1 :“ Y z ty0u

beide n´ 1-elementig sind. Betrachte nun die Abbildung

F : tg | g Bij. zw. X z tx0u und Y z tx0uu Ñ tf | f Bij. zw. X und Y , fpx0q “ y0u

: g ÞÑ g Y tpx0, y0qu.

Das heißt, jede Bijektion g : X z tx0u Ñ Y z ty0u wird durch F zu einer Funktion von X nach Y
fortgesetzt, indem das zusätzliche Element, x0, auf y0 abgebildet wird. Es ist einfach zu sehen,
dass F wohldefiniert ist, d. h. für jede Bijektion g : X z tx0u Ñ Y z ty0u, es gilt, dass F pgq eine
wohldefinierte Funktion zwischen X und Y ist und weiterhin ist dies eine Bijektion. Außerdem
ist es klar, dass die Abbildung

G : tf | f Bij. zw. X und Y , fpx0q “ y0u Ñ tg | g Bij. zw. X z tx0u und Y z tx0uu

: f ÞÑ f |Xztx0uˆY ztx0u

die Abbildung F nach rechts und links invertiert. Also ist G eine Bijektion. Daraus folgt per
Definition von Kardinalität

|tf | f Bij. zw. X und Y , fpx0q “ y0u| “ |tg | g Bij. zw. X z tx0u und Y z tx0uu|

“ pn´ 1q! laut IV.
(4¨2)

Anderseits ist ptf | f Bij. zw. X und Y , fpx0q “ y0uqy0PY eine Partition von
tf | f Bij. zw. X und Y u. Darum gilt

|tf | f Bij. zw. X und Y u| “ |
Ť

y0PY
tf | f Bij. zw. X und Y , fpx0q “ y0u|

“
ř

y0PY
|tf | f Bij. zw. X und Y , fpx0q “ y0u|

wegen paarweise Disjunktheit
(4¨2)
“

ř

y0PY
pn´ 1q! “ |Y | ¨ pn´ 1q! “ n ¨ pn´ 1q! “ n!.

Also gilt (4¨1).

Darum gilt Φpnq per Induktion für alle n P N. � (Ansatz II)
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Übungsserie 5

Woche 5

ACHTUNG. Diese Lösungen dienen nicht als Musterlösungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 5¨1

Fixiere eine natürliche Zahl n P N0. Sei ai P t0, 1, . . . , 10´ 1u die eindeutige Zahlen, so dass

n “
ř

iPN0
ai10i

gilt.

(a) Behauptung. 3 | n ô 3 |
ř

iPN0
ai. ♦

Beweis. Beachte zunächst, dass 10 ” 1 mod 3. Also gilt modulo 3

n ”
ř

iPN0
ai1

i ”
ř

iPN0
ai.

Folglich gilt

3 | n ðñ n ” 0 mod 3 ðñ
ř

iPN0
ai ” 0 mod 3 ðñ 3 |

ř

iPN0
ai

wie behauptet. �

(b) Behauptung. 11 | n ô 1 |
ř

iPN0
p´1qiai. ♦

Beweis. Beachte zunächst, dass 10 “ ´1 mod 11. Also gilt modulo 11

n ”
ř

iPN0
aip´1qi.

Folglich gilt

11 | n ðñ n ” 0 mod 11 ðñ
ř

iPN0
ai ” 0 mod 11 ðñ 11 |

ř

iPN0
p´1qiai

wie behauptet. �

Aufgabe 5¨2

(a) Seien a “ 142 und b “ 84. Wir berechnen ggTpa, bq mittels des Euklidischen Algorithmus (siehe [Sin20,
Satz 3.4.7]).

Restberechnung (symbolisch) Restberechnung (Werte)
a “ b ¨ q1 ` r1 142 “ 84 ¨ 1` 58
b “ r1 ¨ q2 ` r2 84 “ 58 ¨ 1` 26
r1 “ r2 ¨ q3 ` r3 58 “ 26 ¨ 2` 6

r2 “ r3 ¨ q4 ` r4 26 “ 6 ¨ 4` 2
r3 “ r4 ¨ q5 ` r5 6 “ 2 ¨ 3` 0

Darum gilt ggTpa, bq “ r2 “ 2.



(b) Behauptung 5¨1 Seien a, b, c P Z mit a, b ‰ 0. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) Dx, y P Z : ax` by “ c

(ii) ggTpa, bq | c

♦

Beweis. Fixiere zunächst d :“ ggTpa, bq. Da a, b P Z z t0u, ist d P N eine wohldefinierte positive Zahl.

((bi)ùñ(bii)). Angenommen, ax` by “ c für ein x, y P Z.
Da x, y P Z, erhalten wir c “ ax` by ” 0x` 0z ” 0 modulo d.
Also ggTpa, bq “ d | c.

((bii)ùñ(bi)). Angenommen, ggTpa, bq | c.
Dann existiert ein k P Z, so dass c “ k ¨ ggTpa, bq.
Laut des Lemmas von Bézout (siehe [Sin20, Lemma 3.4.8]) existiere nun u, v P Z, so dass ggTpa, bq “
au` bv.
Daraus folgt c “ k ¨ ggTpa, bq “ aku` bkv.
Da ku, kv P Z, haben wir (bi) bewiesen. �

Aufgabe 5¨3

(a) Sei H :“ Z{2Z die (abelsche) Gruppe von Restklassen modulo 2 unter Addition.
Sei G :“ H ˆH mit Neutralelement e “ pr0s, r0sq und versehen mit der Produktstruktur.
Als Produkt von (abelschen) Gruppen ist G automatisch eine (abelsche) Gruppe. Und offensichtlich hat
G genau |G| “ |H ˆH| “ |H| ¨ |H| “ 2 ¨ 2 “ 4 Elemente.
Es bleibt zu zeigen, dass @a P G : a ˚ a “ e.
Sei also a “ prks, rjsq P H ˆH “ G ein beliebiges Element. Es gilt

a ˚ a “ prks, rjsq ˚ prks, rjsq
“ prks ` rks, rjs ` rjsq
“ prk ` ks, rj ` jsq
“ pr2ks, r2jsq “ pr0s, r0sq “ e,

da 2 ” 0 mod 2.
Also ist unsere Konstruktion von G ein passendes Beispiel.

(b) Behauptung. Sei pG, ˚, eq eine Gruppe. Angenommen, @a P G : a ˚ a “ e. Dann ist G kommutativ. ♦

Beweis. Beachte zunächst, dass wegen Eindeutigkeit des Inverses die Annahme zu

@a P G : a´1 “ a (5¨1)

äquivalent ist.
Zu zeigen: Für alle a, b P G gilt a ˚ b “ b ˚ a.
Seien also a, b P G beliebige Elemente. Es gilt

a ˚ b
(5¨1)
“ a´1 ˚ b´1 “ pb ˚ aq´1 (5¨1)

“ b ˚ a.

Also ist G eine kommutative Gruppe. �
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Übungsserie 6

Woche 6

ACHTUNG. Diese Lösungen dienen nicht als Musterlösungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 6¨1

Es sei X eine Menge und R “ PpXq. Auf R definiere man die folgenden Verknüpfungen:

A`B “ AYB z pAXBq
A ¨B “ AXB

für alle A,B P R.

(a) Die Additions und Multiplikationstabellen für eine 3-elementige Menge, X “ ta, b, cu, sehen wie folgt
aus:

` ∅ tcu tbu tb, cu tau ta, cu ta, bu ta, b, cu
∅ ∅ tcu tbu tb, cu tau ta, cu ta, bu ta, b, cu
tcu tcu ∅ tb, cu tbu ta, cu tau ta, b, cu ta, bu
tbu tbu tb, cu ∅ tcu ta, bu ta, b, cu tau ta, cu
tb, cu tb, cu tbu tcu ∅ ta, b, cu ta, bu ta, cu tau
tau tau ta, cu ta, bu ta, b, cu ∅ tcu tbu tb, cu
ta, cu ta, cu tau ta, b, cu ta, bu tcu ∅ tb, cu tbu
ta, bu ta, bu ta, b, cu tau ta, cu tbu tb, cu ∅ tcu
ta, b, cu ta, b, cu ta, bu ta, cu tau tb, cu tbu tcu ∅

¨ ∅ tcu tbu tb, cu tau ta, cu ta, bu ta, b, cu
∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅ ∅
tcu ∅ tcu ∅ tcu ∅ tcu ∅ tcu
tbu ∅ ∅ tbu tbu ∅ ∅ tbu tbu
tb, cu ∅ tcu tbu tb, cu ∅ tcu tbu tb, cu
tau ∅ ∅ ∅ ∅ tau tau tau tau
ta, cu ∅ tcu ∅ tcu tau ta, cu tau ta, cu
ta, bu ∅ ∅ tbu tbu tau tau ta, bu ta, bu
ta, b, cu ∅ tcu tbu tb, cu tau ta, cu ta, bu ta, b, cu

Der Additionstabelle ist zu entnehmen, dass ∅ das Nullelement (d. h. additives Neutralelement) ist.

Der Multiplikationstabelle ist zu entnehmen, dass ta, b, cu das Einselement (d. h. multiplikatives

Neutralelement) ist.



(b) Sei nun X eine allgemeine Menge.

Behauptung 6¨1 pR,`, ¨, ∅, Xq bildet einen kommutativen Ring, wobei R “ PpXq. ♦

Es gibt hier zwei Ansätze.

Beweis (von Behauptung 6¨1, Ansatz I). Wir gehen einfach alle Axiome durch. Zunächst aber beob-
achten wir für alle A,B P R und x P X, dass

x P A`B
Defn
ðñ x P pAYBq z pAXBq
ðñ x in A oder B, aber nicht beides
ðñ x in exakt einem von A, B.

(6¨1)

Darauf werden wir uns in einigen Berechnungen berufen.

::::::::::::::::::::::
Addition/Assoziativität: Seien A,B,C P R beliebig. Zu zeigen: pA`Bq ` C “ A` pB ` Cq.

Da es sich auf beiden Seiten der Gleichung um Mengen handelt, reicht es aus, für alle x P X
zu zeigen, dass x P pA`Bq ` C gdw. x P A` pB ` Cq.
Sei also x P X beliebig. Es gilt

x P A` pB ` Cq
(6¨1)
ðñ exakt eines von x P A oder x P B ` C gilt
(6¨1)
ðñ exakt eines von x P A oder (exakt eines von x P B oder x P C) gilt
ðñ exakt eines von x P A oder x P B oder x P C gilt
ðñ x in exakt einem von A, B, oder C

und

x P pA`Bq ` C
(6¨1)
ðñ exakt eines von x P A`B oder x P C gilt
(6¨1)
ðñ exakt eines von (exakt eines von x P A oder x P B) oder x P C gilt
ðñ exakt eines von x P A oder x P B oder x P C gilt
ðñ x in exakt einem von A, B, oder C

Darum gilt x P A`pB`Cq ô x P pA`Bq`C für alle x P X. Also A`pB`Cq “ pA`Bq`C
für alle A,B,C P R. Also ist pR,`q assoziativ.

::::::::::::::::::::::::
Addition/Kommutativität: Seien A,B P R beliebig. Zu zeigen: A`B “ B `A.

Es gilt

A`B
Defn
“ pAYBq z pAXBq

p˚q
“ pB YAq z pB XAq

Defn
“ B `A,

wobei die Gleichung bei p˚q gilt, weil die Mengenoperationen, X und Y, bekanntermaßen
kommutativ sind. Also ist pR,`q kommutativ.

::::::::::::::::::::
Addition/Nullelement: Wir behaupten, dass 0 :“ ∅ das additive Neutralelement ist. Sei also

A P R beliebig. Zu zeigen: A` 0 “ 0`A “ A.
Wegen Kommutativität reicht es aus, A` 0 “ A zu zeigen. Es gilt

A` 0
Defn
“ pAY ∅q z pAX ∅q “ A z ∅ “ A

Also ist ∅ ein Neutralelement für pR,`q.

:::::::::::::::::
Addition/Inverses: Sei A P R beliebig. Zu zeigen: Es gibt ein Element A1 P R, so dass A1`A “

A`A1 “ 0.
Wir betrachten als Möglichkeit A1 :“ A:

A1 `A “ A`A
Defn
“ pAYAq z pAXAq “ A zA “ ∅.

Da wie bereits gezeigt, ∅ ein Neutralelement in pR,`q ist, haben wir somit bewiesen, dass A
sein eigenes additives Inverses ist.

:::::::::::::::::::::::::::
Multiplikation/Assoziativität: Da die Mengenschnittoperation bekanntermaßen assoziativ ist, ist

hier eigentlich nichts zu zeigen.

:::::::::::::::::::::::::::::
Multiplikation/Kommutativität: Da die Mengenschnittoperation bekanntermaßen kommutativ

ist, ist hier eigentlich nichts zu zeigen.

:::::::::::::::::::::::::
Multiplikation/Einselement: Wir behaupten, dass 1 :“ X das multiplikative Neutralelement ist.

Sei also A P R beliebig. Zu zeigen: A ¨ 1 “ 1 ¨A “ A.
Wegen Kommutativität reicht es aus, A ¨ 1 “ A zu zeigen. Es gilt
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A ¨ 1 “ AXX “ A,

weil A P R “ PpXq und damit A Ď X gilt. Also ist X ein Neutralelement für pR, ¨q.

::::::::::::::::::
Linksdistributivität: Seien A,B,C P R beliebig. Zu zeigen: A ¨ pB ` Cq “ pA ¨Bq ` pA ¨ Cq.

Da es sich auf beiden Seiten der Gleichung um Mengen handelt, reicht es aus, für alle x P X
zu zeigen, dass x P A ¨ pB ` Cq gdw. x P pA ¨Bq ` pA ¨ Cq.
Sei also x P X beliebig. Es gilt

x P A ¨ pB ` Cq
Defn
ðñ x P AX ppB Y Cq z pB X Cqq
(6¨1)
ðñ x in A und x in exakt einer der Mengen B, C
ðñ x in exakt einer der Mengen AXB, AX C
(6¨1)
ðñ x P pA ¨Bq ` pA ¨ Cq.

Also gilt A ¨ pB ` Cq “ pA ¨Bq ` pA ¨ Cq. Also weist pR,`, ¨q linksdistributivität auf.

:::::::::::::::::::
Rechtsdistributivität: Da Multiplikation kommutativ ist, folgt Rechtsdistributivität automatisch

aus Linksdistributivität.

Darum erfüllt pR,`, ¨q die Axiome eines Rings und dieser Ring hat ein Einselement und heißt kommutativ,
weil hier Multiplikation kommutativ ist. �
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Beweis (von Behauptung 6¨1, Ansatz II). Ein scharfes Auge erkennt, dass wir Teilmengen von X
mit binären Tupeln identifizieren kann. Vielmehr wollen wir diese Menge von binären Tupeln mit einer
bekannten algebraischen Struktur in Verbindung setzen, also betrachten wir konkret die Abbildungen

Φ :
ś

xPX Z{2Z Ñ PpXq
: α ÞÑ supppαq :“ tx P X | αx “ 1u

Ψ : PpXq Ñ
ś

xPX Z{2Z
: A ÞÑ p1ApxqqxPX

um Elemente aus dem einen Raum auf Elemente aus dem anderen zu übertragen. Nun ist Z{2Z bekann-
termaßen ein kommutativer Ring (eigentlich ein Körper). Darum ist das Produkt

ś

xPX Z{2Z, versehen
mit punktweise Addition und punktweise Multiplikation, ebenfalls ein kommutativer Ring.

Darum reicht es aus zu zeigen, dass Φ eine Bijektion ist, die die Operationen erhält (auch Isomorphismus
genannt).

:::::::::
Bijektion: Wir beobachten, dass

ΦpΨpAqq “ tx P X | ΨpAqx “ 1u
“ tx P X | 1Apxq “ 1u
“ tx P X | x P Au “ A

für alle A P PpXq und

ΨpΦpαqq “ p1ΦpαqpxqqxPX
“ p1tx1PX|αx1“1upxqqxPX

“

ˆ"

1 : x P tx1 P X | αx1 “ 1u
0 : sonst

˙

xPX

“

ˆ"

1 : αx “ 1
0 : αx “ 0

˙

xPX

“ pαxqxPX “ α

für alle α P
ś

xPX Z{2Z. Also Φ ˝ Ψ “ id und Ψ ˝ Φ “ id. Darum sind Φ und Ψ Bijektion
(und invertieren einander).

:::::::::::::::::::::::::
Erhaltung der Operationen: Seien α, β P

ś

xPX Z{2Z. Zu zeigen: Φpα ` βq “ Φpαq ` Φpβq
und Φpα ¨ βq “ Φpαq ¨ Φpβq. Es gilt

Φpα` βq “ tx P X | pα` βqx “ 1u
“ tx P X | αx ` βx “ 1u,

da Operationen auf
ś

xPX Z{2Z punktweise definiert sind
“ tx P X | αx “ 1 od.βx “ 1, aber nicht beidesu
“ ptx P X | αx “ 1u Y tx P X | βx “ 1uq

z ptx P X | αx “ 1u X tx P X | βx “ 1uq
“ pΦpαq Y Φpβqq z pΦpαq X Φpβqq per Konstruktion von Φ
“ Φpαq ` Φpβq per Definition von Addition in R

und

Φpα ¨ βq “ tx P X | pα ¨ βqx “ 1u
“ tx P X | αx ¨ βx “ 1u,

da Operationen auf
ś

xPX Z{2Z punktweise definiert sind
“ tx P X | αx “ 1 und.βx “ 1u
“ tx P X | αx “ 1u X tx P X | βx “ 1u
“ Φpαq X Φpβq per Konstruktion von Φ
“ Φpαq ¨ Φpβq per Definition von Multiplikation in R.

Darum präserviert Φ die Operationen.

Zusammegefasst haben wir gezeigt, dass pPpXq,`, ¨q zu dem kommutativen Ring, p
ś

xPX Z{2Z,`, ¨q
isomorph ist (und zwar mittels Φ), und damit dass pR,`, ¨q selbst ein kommutativer Ring ist. �

Bemerkung. Aus diesem Beweis geht hervor, dass das Nullelement durch Φpp0qxPXq “ ∅ und das
Einselement durch Φpp1qxPXq “ X gegeben sind.
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Aufgabe 6¨2

Wir identifizieren C mit R2 mittel der Abbildungen

z P C ÞÑ

´

Repzq

Impzq

¯

P R2,

x P R2 ÞÑ x1 ` ıx2 P C.

(a) Behauptung. Für alle z P C z t0u existieren eindeutige Werte r P p0,8q und α P r0, 2πq, dann

z “ r ¨
´

cospαq
sinpαq

¯

(unter der o. s. Identifizierung). ♦

Beweis. Unter der Identifizierung können wir z “ p xy q schreiben, wobei x, y P R. Da z ‰ 0 “ p 0
0 q, muss

entweder x ‰ 0 oder y ‰ 0 gelten.

Zur Existenz: Sei r :“
a

x2 ` y2. Dann r ą 0 weil px, yq ‰ p0, 0q.
Um α zu bestimmen, werden folgende Fälle aufgeführt:

Fall 1. y “ 0. Dann x ‰ 0 und in diesem Falle gilt r “ |x|. Man setze α :“

"

0 : x ą 0
π : x ă 0

.

Dann r cospαq :“

"

r : x ą 0
´r : x ă 0

“ x und r sinpαq “ 0.

Fall 2. y ą 0. Man setze α P p0, πq der eindeutige Winkel mit cospαq “ x
r . Dann r cospαq “ x und

r sinpαq “ r
a

1´ cos2pαq “
a

r2 ´ pr cospαqq2 “
a

px2 ` y2q ´ x2 “
a

y2 “ |y| “ y.

Fall 3. y ă 0. Man setze α P pπ, 2πq der eindeutige Winkel mit cospαq “ x
r . Dann r cospαq “ x und

r sinpαq “ r ¨ ´
a

1´ cos2pαq “ ´
a

r2 ´ pr cospαqq2 “ ´
a

px2 ` y2q ´ x2 “ ´
a

y2 “

´|y| “ y.

Darum gilt in allen Fällen r ¨
´

cospαq
sinpαq

¯

“

´

r cospαq
r sinpαq

¯

“ p
x
y q “ z.

Zur Eindeutigkeit: Seien ri P p0,8q, αi P r0, 2πq mit ri ¨
´

cospαiq

sinpαiq

¯

“ z für i P t1, 2u. Zu zeigen:

r1 “ r2 und α1 “ α2. Es gilt

r2
1 “ r2

1pcos2pα1q ` sin2
pα1qq

“ pr1 cospα1qq
2 ` pr1 sinpα1qq

2

“ x2 ` y2

“ pr2 cospα2qq
2 ` pr2 sinpαqq2

“ r2
2pcos2pα2q ` sin2

pα2qq “ r2
2,

woraus sich ergibt, dass r1 “ r2, weil r1, r2 ě 0. Da r1, r2 ą 0, folgt

cospα1q “
r1 cospα1q

r1
“

x

r1
“

x

r2
“

r2 cospα2q

r2
“ cospα2q

sinpα1q “
r1 sinpα1q

r1
“

y

r1
“

y

r2
“

r2 sinpα2q

r2
“ sinpα2q

Da α1, α2 P r0, 2πq und wegen Injektivität von cos auf r0, πq und rπ, 2πq und der Symmetrie um π,
erhalten wir aus cospα1q “ cospα2q, dass (i) α1 “ α2 oder (ii) α1 “ 2π ´ α2 gelten muss.
Falls (ii) gilt, so gilt sinpα1q “ sinp2π ´ α2q “ ´ sinpα2q. Da aber sinpα1q “ sinpα2q, folgt daraus
sinpα2q “ 0, und damit (iii) α2 “ 0 oder (iv) π. Falls (iii) gilt, so gilt wegen (ii) α1 “ 2π´ 0 “ 2π, was
ein Widerspruch ist, weil α1 P r0, 2πq. Darum muss (iv) gelten. Wegen (ii) gilt also α1 “ 2π´π “ π “ α2.
Zusammegefasst gilt entweder (i) α1 “ α2 oder (ii), aus dem sich (iv) ergibt, was wiederum α1 “ α2

zur Folge hat. D. h., in allen Fällen gilt α1 “ α2.

Darum gelten r1 “ r2 und α1 “ α2. Also ist die Darstellung eindeutig. �
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(b) Behauptung. Seien z1, z2 P C z t0u mit Darstellungen zi “ ri ¨
´

cospαiq

sinpαiq

¯

für i P t1, 2u. Dann gilt die

Rechenregel z1z2 “ r1r2 ¨

´

cospα1`α2q

sinpα1`α2q

¯

. ♦

Beweis. Multiplikation in C liefert

z1z2 “

´

Repz1qRepz2q´Impz1qImpz2q

Repz1qImpz2q`Repz1qImpz2q

¯

“

´

r1 cospα1q¨r2 cospα2q´r1 sinpα1q¨r2 sinpα2q

r1 cospα1q¨r2 sinpα2q`r1 cospα1q¨r2 sinpα2q

¯

“ r1r2

´

cospα1q cospα2q´sinpα1q sinpα2q

cospα1q sinpα2q`cospα1q sinpα2q

¯

“ r1r2

´

cospα1`α2q

sinpα1`α2q

¯

.

Die letzte Vereinfachung folgt aus der trigonometrischen Additionsregel. �

(c) Behauptung (de Moivre). Sei z P Czt0u mit Darstellungen z “ r ¨
´

cospαq
sinpαq

¯

. Dann gilt die Potenzregel

zn “ rn ¨
´

cospnαq
sinpnαq

¯

für alle n P N. ♦

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion über n.

::::::::::::::::
Induktionsanfang: Die Gleichung gilt offensichtlich für n “ 1.

:::::::::::::::::::::::
Induktionsvoraussetzung: Sei n ą 1. Angenommen, zn´1 “ rn´1 ¨

´

cosppn´1qαq
sinppn´1qαq

¯

.

::::::::::::::::
Induktionsschritt: Zu zeigen: zn “ rn ¨

´

cospnαq
sinpnαq

¯

.

Per rekursive Definition vom Potenzieren gilt zunächst zn “ zn´1 ¨z (Multiplikation innerhalb
der Algebra C). Aufgabe 6-2(b) zur Folge gilt somit

zn “ zn´1 ¨ z
IV
“ rn´1 ¨

´

cosppn´1qαq
sinppn´1qαq

¯

¨ r ¨
´

cospαq
sinpαq

¯

(2b)
“ rn´1r ¨

´

cosppn´1qα`αq
sinppn´1qα`αq

¯

“ rn ¨
´

cospnαq
sinpnαq

¯

.

Darum gilt die Gleichung für n.

Also gilt die Gleichung für alle n P N0. �

Bemerkung. Wir können eigentlich zeigen, dass dies für alle n P Z gilt. Für n “ 0, gilt z0 “ 1` ı0 “

p 1
0 q “ r0 ¨

´

cosp0αq
sinp0αq

¯

. Für n “ ´1 liefert uns die Rechenregel für Multiplikation innerhalb C, dass

r´1 ¨

´

cosp´αq
sinp´αq

¯

eine hinreichende Konstruktion für ein Inverses von z ist, und darum ist dies wegen

Eindeutigkeit des Inverses gleich z´1. Für n ă 0 allgemein wenden wir schließlich zn “ pz´1q|n| “

pr´1 ¨

´

cosp´αq
sinp´αq

¯

q|n| “ pr´1q|n| ¨

´

cosp|n|¨´αq
sinp|n|¨´αq

¯

“ rn ¨
´

cospnαq
sinpnαq

¯

an. ♦
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Aufgabe 6¨3

Es sei K ein Körper und F :“ K ˆK versehen mit den Operationen `, ¨ : F ˆ F Ñ F , definiert vermöge

pa, bq ` pa1, b1q “ pa` a1, b` b1q
pa, bq ¨ pa1, b1q “ paa1 ´ bb1, ab1 ` a1bq

für alle a, b, a1, b1 P K.

Wir werden folgendes klassifizierendes Ergebnis verwenden, um die Aufgaben zu behandeln (und dieses Resultat
dann anschließend beweisen).

Satz 6¨2 pF,`, ¨q ist genau dann ein Körper, wenn a2 ` b2 ‰ 0 innerhalb K für alle pa, bq P F z tp0, 0qu. ♦

(a) Behauptung. Sei K “ F2 “ Z{2Z. Dann ist pF,`, ¨q kein Körper. ♦

Beweis. Da pa, bq :“ p1, 1q P F z tp0, 0qu und a2 ` b2 “ 1 ` 1 “ 0 innerhalb K “ Z{2Z, ist Satz 6¨2
zufolge F kein Körper. Es scheitert genau das Axiom der Existenz multiplikativer Inverser. (Nichtsdesto-
trotz bildet F einen kommutativen Ring mit Einselement.) �

(b) Behauptung. Sei K “ F3 “ Z{3Z. Dann ist pF,`, ¨q ein Körper. ♦

Beweis. Laut Satz 6¨2 reicht es aus für alle pa, bq P F z tp0, 0qu zu zeigen, dass a2 ` b2 ‰ 0 innerhalb
K “ Z{3Z. Sei also pa, bq P F z tp0, 0qu beliebig. Da a ‰ 0 oder b ‰ 0 gibt es folgende Fälle:

Fall 1. a “ 0, b ‰ 0. Dann b “ ˘1 mod 3. Also a2 ` b2 “ 0` 1 “ 1 ı 0 mod 3.

Fall 2. a ‰ 0, b “ 0. Dann a “ ˘1 mod 3. Also a2 ` b2 “ 1` 0 “ 1 ı 0 mod 3.

Fall 3. a ‰ 0, b ‰ 0. Dann a, b “ ˘1 mod 3. Also a2 ` b2 “ 1` 1 “ 2 ı 0 mod 3.

Also gilt in jedem Falle a2 ` b2 ‰ 0. Darum bildet F einen Körper. �

Um Satz 6¨2 zu beweisen, brauchen wir zunächst folgendes Zwischenresultat.

Lemma 6¨3 pF,`, ¨q ist genau dann ein Körper, wenn in der Teilstruktur pF, ¨q multiplikative Inverse exis-
tieren für jedes Element. ♦

Beweis (von Lemma 6¨3). Da die Teilstruktur, pF,`q, durch die Produktstruktur pK,`q ˆ pK,`q
gegeben ist, dessen Faktoren all kommutative Gruppen sind, ist pF,`q eine kommutative Gruppe. Das
heißt, die Additionsaxiome unter den Körperaxiomen sind allesamt erfüllt. (Insbesondere ist das Null-
element durch 0F “ p0, 0q gegeben.)

Bei den Multiplikationsaxiomen sehen wir dass Kommutativität offensichtlich gilt, weil die o. s. Defi-
nitions von Multiplikation in den Argumenten offensichtlich symmetrisch ist, und weil die Operationen
in K kommutativ sind. Es gilt auch pa, bq ¨ p1, 0q “ pa ¨ 1´ b ¨ 0, a ¨ 0` 1 ¨ bq “ pa, bq, sodass 1F :“ p1, 0q
das Einselement von F ist. Assoziativität von Multiplikation ist auch erfüllt, weil

pa, bq ¨ ppa1, b1q ¨ pa2, b2qq “ pa, bq ¨ pa1a2 ´ b1b2, a1b2 ` a2b1q
“ papa1a2 ´ b1b2q ´ bpa1b2 ` a2b1q, apa1b2 ` a2b1q ` pa1a2 ´ b1b2qbq
“ paa1a2 ´ ab1b2 ´ ba1b2 ´ ba2b1, aa1b2 ` aa2b1 ` a1a2b´ b1b2bq

“ paa1a2 ´ ab1b2 ´ a1bb2 ´ a2bb1, aa1b2 ` aa2b1 ` a1a2b´ bb1b2q

und

ppa, bq ¨ pa1, b1qq ¨ pa2, b2q “ paa1 ´ bb1, ab1 ` a1bq ¨ pa2, b2q
“ ppaa1 ´ bb1qa2 ´ pab1 ` a1bqb2, paa1 ´ bb1qb2 ` a2pab1 ` a1bqq
“ paa1a2 ´ bb1a2 ´ ab1b2 ´ a1bb2, aa1b2 ´ bb1b2 ` a2ab1 ` a2a1bq

“ paa1a2 ´ ab1b2 ´ a1bb2 ´ a2bb1, aa1b2 ` aa2b1 ` a1a2b´ bb1b2q

“ pa, bq ¨ ppa1, b1q ¨ pa2, b2qq

für alle pa, bq, pa1, b1q, pa2, b2q P F . Darum ist pF, ¨q assoziativ, kommutativ, und hat ein Neutralelement.

Wegen Kommutativität von Multiplikation in F , ist Distributitivität zu Linksdistributivität äquivalent,
und da
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pa, bq ¨ ppa1, b1q ` pa2, b2qq “ pa, bq ¨ pa1 ` a2, b1 ` b2q
“ papa1 ` a2q ´ bpb1 ` b2q, apb1 ` b2q ` pa1 ` a2qbq
“ ppaa1 ´ bb1q ` paa2 ´ bb2q, pab1 ` a1bq ` pab2 ` a2bqq
“ paa1 ´ bb1, ab1 ` a1bq ` paa2 ´ bb2, ab2 ` a2bq
“ pa, bq ¨ pa1, b1q ` pa, bq{cdotpa2, b2q

für alle pa, bq, pa1, b1q, pa2, b2q P F , ist dies erfüllt.

Darum erfüllt pF,`, ¨q jedes Axiom eines Körpers, evtl. bis auf das Axiom für multiplikative Inverse.
Darum gilt: pF,`, ¨q bildet einen Körper ô jedes Element in F z t0F u hat ein multiplikatives Inverses.

� (Lemma 6¨3)

Jetzt können wir uns dem Beweis von Satz 6¨2 widmen

Beweis (von Satz 6¨2). Laut Lemma 6¨3 gilt pF,`, ¨q ein Körper gdw. jedes Element in F hat ein multipli-
katives Inverses. Darum reicht es aus zu zeigen, dass

@pa, bq P F z t0F u : Dpa1, b1q P F : pa, bq ¨ pa1, b1q “ 1F ðñ @pa, bq P F z t0F u : a2 ` b2 ‰ 0

gilt.a

(ðù). Angenommen, a2 ` b2 ‰ 0 für alle pa, bq P F z t0F u.
Sei pa, bq P F z t0F u beliebig. Zu zeigen: pa, bq sei innerhalb F invertierbar.
Per Annahme gilt nun r :“ a2 ` b2 ‰ 0 und somit ist r innerhalb K invertierbar. Setze pa1, b1q :“
pr´1a,´r´1bq. Dann

pa, bq ¨ pa1, b1q “ pa ¨ r´1a´ bp´r´1bq, ap´r´1bq ` pr´1aqbq
“ pr´1pa2 ` b2q, 0q
“ pr´1r, 0q
“ p1, 0q
“ 1F .

Also ist jedes pa, bq P F z t0F u innerhalb F invertierbar.

(ùñ). Angenommen, jedes Element in F z t0F u sei invertierbar.
Wie oben erklärt, ist pF,`, ¨q somit ein Körper.
Sei pa, bq P F z t0F u beliebig. Zu zeigen: a2 ` b2 ‰ 0.
Da pa, bq ‰ 0F “ p0, 0q, gilt a ‰ 0 oder b ‰ 0 und damit gilt auch pa,´bq P F z t0F u.
Da F ein Körper ist, sind pa, bq und pa,´bq und folglich auch das Produkt pa, bq ¨ pa,´bq invertierbar.
Da F ein Körper ist, bedeutet dies wiederum, dass pa, bq ¨ pa,´bq ‰ 0F gilt. Nun,

pa, bq ¨ pa,´bq “ paa´ bp´bq, ap´bq ` abq “ pa2 ` b2, 0q.

Darum gilt pa2 ` b2, 0q “ pa, bq ¨ pa,´bq ‰ 0F “ p0, 0q, woraus sich a2 ` b2 ‰ 0 ergibt. � (Satz 6¨2)

aMan beachte: Wegen multiplikativer Kommutativität folgt aus pa, bq ¨ pa1, b1q “ 1F , dass auch pa1, b1q ¨ pa, bq “ 1F gilt.
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Übungsserie 7

Woche 7

ACHTUNG. Diese Lösungen dienen nicht als Musterlösungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 7¨1

Betrachte den Vektorraum V :“ AbbpR,Rq über dem Körper R. Wir bezeichnen mit 0p¨q die konstante
Funktion, die überall gleich 0 ist. Dies ist zufälligerweise auch das Nullelement von V .

(a) Behauptung. Seien a, b P R beliebig. Dann ist U1 :“ tf P V | fpaq “ fpbqu ein Untervektorraum
("linearer Unterraum!). ♦

Beweis. Wir gehen die Axiome aus der Definition durch:

(NL) Offensichtlich gilt 0p¨q P U1, da diese Funktion überall und damit insbesondere auf ta, bu
gleich ist. Also, U1 ‰ ∅.

(LK) Seien α, β P R und f, g P U1. Zu zeigen: α ¨ f ` β ¨ g P U1

Es gilt

pα ¨ f ` β ¨ gqpaq “ α ¨ fpaq ` β ¨ gpaq
p˚q
“ α ¨ fpbq ` β ¨ gpbq
“ pα ¨ f ` β ¨ gqpbq

Hier gilt p˚q, weil f, g P U1.
Darum gilt per Konstruktion, dass α ¨ f ` β ¨ g P U1.

Darum bildet U1 einen Untervektorraum. �

(b) Behauptung. Seien a, b P R beliebig. Dann ist U2 :“ tf P V | fpaq “ fpbq “ 1u

kein Untervektorraum . ♦

Beweis. Offensichtlich ist der Nullvektor, 0p¨q, nicht in U2, da 0paq “ 0 ‰ 1. Darum kann U2 kein
Untervektorraum sein. (Siehe [Sin20, Lemma 5.1.3].) �

Alternativ für die ñ-Richtung kann man folgendermaßen argumentieren: die konstante Funktion 1p¨q
liegt in U2, aber 0 ¨ 1p¨q R U2, sodass U2 nicht unter Skalarmultiplikation stabil ist.

(c) Behauptung. Die Teilmenge U3 :“ tf P V | f injektivu ist kein Untervektorraum von V . ♦

Beweis. Offensichtlich ist der Nullvektor, 0p¨q, nicht in U3, weil diese konstante Funktion nicht injektiv
ist. Darum kann U3 kein Untervektorraum sein. (Siehe [Sin20, Lemma 5.1.3].) �

(d) Behauptung. Die Teilmenge U4 :“ tf P V | f surjektivu ist kein Untervektorraum von V . ♦

Beweis. Offensichtlich ist der Nullvektor, 0p¨q, nicht in U4, weil die konstante Funktion nicht surjektiv
ist. Darum kann U4 kein Untervektorraum sein. (Siehe [Sin20, Lemma 5.1.3].) �



Aufgabe 7¨2

(a) Behauptung. Sei K “ Q. Dann sind v1 “

´

1
2
2

¯

, v2 “

´

3
2
1

¯

, und v3 “

´

2
1
´1

¯

über K

linear unabhängig . ♦

Beweis. Es reicht aus, den (Zeilen)rang der Matrix

A :“

¨

˝

1 3 2
2 2 1
2 1 ´1

˛

‚

zu untersuchen. Wir berechnen

Reduktion der Matrix, A, mittels des Gaußverfahrens:
Zeilentransformationen Z2 ø 3 ¨ Z1 ´ Z2 und Z3 ø 2 ¨ Z1 ´ Z3 anwenden:

¨

˝

1 2 2
0 4 5
0 3 5

˛

‚

Zeilentransformation Z3 ø 4 ¨ Z3 ´ 3 ¨ Z2 anwenden:
¨

˚

˝

1 2 2

0 4 5

0 0 5

˛

‹

‚

Der Zeilenstufenform entnimmt man, RangpAq “ 3. Darum sind alle 3 Vektoren, tv1,v2,v3u, linear
unabhängig. �

(b) Behauptung. Sei K “ F5. Dann sind v1 “

´

1
2
2

¯

, v2 “

´

3
2
1

¯

, und v3 “

´

2
1
4

¯

über K

nicht linear unabhängig . ♦

Beweis. Es reicht aus, den (Zeilen)rang der Matrix

A :“

¨

˝

1 3 2
2 2 1
2 1 4

˛

‚

zu untersuchen. Um dies zu bestimmen, können wir das Gaußverfahren anwenden. Da wir in F5 arbeiten,
genügt es, die Matrix über Z zu behandeln, und lediglich in den Zeilenoperationen Vielfache von 5 zu
vermeiden. Da die Matrix dieselbe ist wie in Aufgabe 7.2(a) und in dem Gaußverfahren dort Vielfache
von 5 vermieden wurden, ist das Resultat

¨

˝

1 2 2

0 4 5p“ 0q
0 0 5p“ 0q

˛

‚

Der Zeilenstufenform entnimmt man, RangpAq “ 2. Darum sind nur 2 der Vektoren, und zwar tv1,v2u,
linear unabhängig. Der Vektor, v3, hingegen, hängt linear von diesen ab. �

(c) Behauptung. Sei K “ C. Dann sind v1 “

´

1
ı
0

¯

, v2 “

´

1`ı
´ı

1´2ı

¯

, und v3 “

´ ı
1´ı
2´ı

¯

über K

nicht linear unabhängig . ♦

Beweis. Es reicht aus, den (Zeilen)rang der Matrix

A :“

¨

˝

1 1` ı ı
ı ´ı 1´ ı
0 1´ 2ı 2´ ı

˛

‚

zu untersuchen. Wir berechnen
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Reduktion der Matrix, A, mittels des Gaußverfahrens:
Zeilentransformation Z2 ø ı ¨ Z2 ` Z1 anwenden:

¨

˝

1 1` ı ı
0 2` ı 1` 2ı
0 1´ 2ı 2´ ı

˛

‚

Zeilentransformation Z3 ø ı ¨ Z3 ´ Z2 anwenden:
¨

˝

1 1` ı ı

0 2` ı 1` 2ı

0 0 0

˛

‚

Der Zeilenstufenform entnimmt man, RangpAq “ 2. Darum sind nur 2 der Vektoren, und zwar tv1,v2u,
linear unabhängig. Der Vektor, v3, hingegen, hängt linear von diesen ab. �

Wir betrachten nun dieselbe Aufgabe, nur über R statt C:

Behauptung. Sei K “ R. Dann sind v1 “

¨

˝

1
0
0
1
0
0

˛

‚, v2 “

¨

˝

1
1
0
´1
1
´2

˛

‚, und v3 “

¨

˝

0
1
1
´1
2
´1

˛

‚ über K

linear unabhängig . ♦

Beweis. Es reicht aus, den (Zeilen)rang der Matrix

A :“

¨

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1
1 ´1 ´1
0 1 2
0 ´2 ´1

˛

‚

zu untersuchen. Wir berechnen

Reduktion der Matrix, A, mittels des Gaußverfahrens:
Zeilentransformation Z4 ø ı ¨ Z1 ´ Z4 anwenden:

¨

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1
0 2 1
0 1 2
0 ´2 ´1

˛

‚

Zeilentransformation Z3 ú Z6 anwenden:
¨

˝

1 1 0
0 1 1
0 ´2 ´1
0 2 1
0 1 2
0 0 1

˛

‚

Zeilentransformationen Z3 ø 2 ¨ Z2 ` Z3, Z4 ø 2 ¨ Z2 ´ Z4, und Z5 ø ´1 ¨ Z2 ` Z5 an-
wenden:

¨

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1
0 0 1
0 0 1
0 0 1

˛

‚

Zeilentransformationen Z4 ø Z4 ´ Z3, Z5 ø Z5 ´ Z3, und Z6 ø Z6 ´ Z3 anwenden:
¨

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

˛

‚

Der Zeilenstufenform entnimmt man, RangpAq “ 3. Darum sind alle 3 Vektoren, tv1,v2,v3u, linear
unabhängig. �
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Aufgabe 7¨3

Seien K ein Körper und V ein Vektorraum über K. Seien n P N und vi P V für i P t1, 2, . . . , nu.

(a) Behauptung. Die folgende Aussage ist gültig :

Angenommen es existieren linear unabhängige Vektoren, w1,w2, . . . ,wn P V und Skalare ci P K z t0u,
so dass vi “ ciwi für alle i P t1, 2, . . . , nu. Dann bilden v1,v2, . . . ,vn ein linear unabhängiges System.♦

Beweis. Wir zeigen dies direkt. Sei αi P K für i P t1, 2, . . . , nu und so dass
řn
i“1 αi ¨ vi “ 0.

Zu zeigen: @i P t1, 2, . . . , nu : αi “ 0. Es gilt

řn
i“1 αi ¨ vi “ 0 ðñ

řn
i“1 αi ¨ pciwiq “ 0

ðñ
řn
i“1pαiciq ¨wi “ 0

ùñ @i P t1, 2, . . . , nu : αici “ 0,

da w1,w2, . . . ,wn linear unabhängig

ðñ @i P t1, 2, . . . , nu : αi “ 0 oder ci “ 0, da K ein Körper ist

ðñ @i P t1, 2, . . . , nu : αi “ 0, da ci ‰ 0 für alle i.

Darum gilt αi “ 0 für alle i P t1, 2, . . . , nu. Folglich sind v1,v2, . . . ,vn linear unabhängig. �

(b) Behauptung. Die folgende Aussage ist ungültig :

Angenommen, vn R Linpv1,v2, . . . ,vn´1q. Dann ist v1,v2, . . . ,vn linear unabhängig. ♦

Beweis. Folgendes ist ein Gegenbeispiel. Sei n ě 3 beliebig. Sei V “ K2 und betrachte die Vektoren

v1 “ v2 “ . . . “ vn´1 :“ p 1
0 q vn :“ p 0

1 q

Dann gilt vn R Linpv1,v2, . . . ,vn´1q, weil Linpv1,v2, . . . ,vn´1q “ Linpv1q “ tp t0 q | t P Ku S p
0
1 q.

Andererseits sind die n ´ 1 ě 2 Vektoren, v1,v2, . . . ,vn per Wahl nicht linear unabhängig (weil die
alle gleich sind). Also sind die Vektoren, v1,v2, . . . ,vn ebenfalls nicht linear unabhängig. Darum gilt die
behauptete Implikation nicht im Allgemeinen. �

(c) Behauptung. Die folgende Aussage ist ungültig :

Das System v1,v2, . . . ,vn ist genau dann linear unabhängig, wenn jedes echte Teilsystem linear un-
abhängig ist. ♦

Beweis. Derñ-Teil ist offensichtlich wahr. Es kann also nur dieð-Richtung schiefgehen. Wir betrachten
ein Gegenbeispiel mit n “ 3 Vektoren. Sei V “ K2 und betrachte

v1 :“ p 0
1 q , v2 :“ p 1

0 q , v3 :“ p 1
1 q .

Es ist einfach zu sehen, dass die echten Teilsysteme

pv1q, pv2q, pv3q, pv1,v2q pv1,v3q pv2,v3q

linear unabhängig sind. Aber (vor allem weil V nur 2-dimensional ist) v1,v2,v3 ist nicht linear un-
abhängig, da

1 ¨ v1 ` 1 ¨ v2 `´1 ¨ v3 “ 0.

Darum gilt die behauptete Implikation nicht im Allgemeinen. �

(d) Behauptung. Die folgende Aussage ist gültig :

Angenommen, v1,v2, . . . ,vn sei linear unabhängig. Dann für alle i P t1, 2, . . . , nuzt1u und c P K bilden
u,v2, . . . ,vn ein linear unabhängiges System, wobei u :“ v1 ` cvi. ♦

Beweis. Wir zeigen dies direkt. Sei αj P K für j P t1, 2, . . . , nu und so dass α1u`
řn
j“2 αj ¨ vj “ 0.

Zu zeigen: @j P t1, 2, . . . , nu : αj “ 0. Es gilt

α1u`
řn
j“2 αj ¨ vj “ 0 ðñ α1v1 ` α1cvi `

řn
j“2 αj ¨ vj “ 0

ðñ cα1vi `
řn
j“1 αj ¨ vj “ 0

ðñ
řn
j“1 βjvj “ 0,

wobei βj “ αj für j P t1, 2, . . . , nu z tiu und βi “ cα1 ` αi
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ùñ @j P t1, 2, . . . , nu : βj “ 0,

da v1,v2, . . . ,vn linear unabhängig

ðñ cα1 ` αi “ 0 und@j P t1, 2, . . . , nu z tiu : αj “ 0

ùñ c ¨ 0` αi “ 0 und@j P t1, 2, . . . , nu z tiu : αj “ 0

ðñ @j P t1, 2, . . . , nu : αj “ 0

Darum gilt αi “ 0 für alle i P t1, 2, . . . , nu. Folglich sind u,v2, . . . ,vn linear unabhängig. �
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Übungsserie 8

Woche 8

Aufgabe 8¨1

In dieser Aufgabe arbeiten wir im Vektorraum V “ R4. Seien

U1 “ tx P V | x1 ` 2x4 “ x2 ` 2x3u,
U2 “ tx P V | x1 “ x2 ` x3 ` x4u.

Zu bestimmen sind Basen für U1, U2, U1 X U2, und U1 ` U2. Wir beachten vorab

x P U1 ðñ x1 ´ x2 ´ 2x3 ` 2x4 “ 0 ðñ

´

1 ´1 ´2 2
¯

loooooooooooomoooooooooooon

“:A1

x “ 0

x P U2 ðñ x1 ´ x2 ´ x3 ´ x4 “ 0 ðñ

´

1 ´1 ´1 ´1
¯

looooooooooooomooooooooooooon

“:A2

x “ 0

x P U1 X U2 ðñ x1 ´ x2 ´ 2x3 ` 2x4 “ 0

undx1 ´ x2 ´ x3 ´ x4 “ 0

ðñ

˜

1 ´1 ´2 2

1 ´1 ´1 ´1

¸

loooooooooooooomoooooooooooooon

“:A3

x “ 0

für alle x P V . Folglich ist U1 die Menge der Nullvektoren von A1, U2 die Menge der Nullvektoren von
A2, U1 X U2 die Menge der Nullvektoren von A3. Um diese zu bestimmen, bringen wir diese Matrizen in
Zeilenstufenform, und bestimmen mithilfe von [Sin20, Satz 5.3.8] eine Basis des Lösungsraums.

Zeilenstufenform für A1:

A1 “
`

1 ´1 ´2 2
˘

Darum sind x2, x3, x4 frei und x1 wird durch diese bestimmt. Der Zeilenstufenform zufolge gilt

x1 “ x2 ` 2x3 ´ 2x4.

Mithilfe von [Sin20, Satz 5.3.8] erhalten wir eine Basis des Lösungsraums, indem wir jeweils eine
freie Unbekannte auf 1 und alle anderen auf 0 setzen:

x2 :“ 1, x3 :“ 0, x4 :“ 0 ùñ x “

ˆ

1
1
0
0

˙

,

x2 :“ 0, x3 :“ 1, x4 :“ 0 ùñ x “

ˆ

2
0
1
0

˙

,

x2 :“ 0, x3 :“ 0, x4 :“ 1 ùñ x “

ˆ

´2
0
0
1

˙

.

Darum gilt

U1 “ tx P V | A1x “ 0u “ Lin

"ˆ

1
1
0
0

˙

,

ˆ

2
0
1
0

˙

,

ˆ

´2
0
0
1

˙*

looooooooooooomooooooooooooon

“:B1

und B1 bildet eine Basis für U1 .



Zeilenstufenform für A2:

A2 “
`

1 ´1 ´2 2
˘

Darum sind x2, x3, x4 frei und x1 wird durch diese bestimmt. Der Zeilenstufenform zufolge gilt

x1 “ x2 ` x3 ` x4.

Mithilfe von [Sin20, Satz 5.3.8] erhalten wir eine Basis des Lösungsraums wie oben:

x2 :“ 1, x3 :“ 0, x4 :“ 0 ùñ x “

ˆ

1
1
0
0

˙

,

x2 :“ 0, x3 :“ 1, x4 :“ 0 ùñ x “

ˆ

1
0
1
0

˙

,

x2 :“ 0, x3 :“ 0, x4 :“ 1 ùñ x “

ˆ

1
0
0
1

˙

.

Darum gilt

U2 “ tx P V | A2x “ 0u “ Lin

"ˆ

1
1
0
0

˙

,

ˆ

1
0
1
0

˙

,

ˆ

1
0
0
1

˙*

loooooooooooomoooooooooooon

“:B2

und B2 bildet eine Basis für U2 .

Zeilenstufenform für A3 (Zeile2 ø Zeile2 ´ Zeile1):

A3 “

ˆ

1 ´1 ´2 2
1 ´1 ´1 ´1

˙

ù

ˆ

1 ´1 ´2 2
0 0 1 ´3

˙

Darum sind x2, x4, frei und x1, x3 werden durch diese bestimmt. Der Zeilenstufenform zufolge
gilt

x3 “ 3x4

x1 “ x2 ` 2x3 ´ 2x4 “ x2 ` 2p3x4q ´ 2x4 “ x2 ` 4x4.

Mithilfe von [Sin20, Satz 5.3.8] erhalten wir eine Basis des Lösungsraums wie oben:

x2 :“ 1, x4 :“ 0 ùñ x “

ˆ

1
1
0
0

˙

,

x2 :“ 0, x4 :“ 1 ùñ x “

ˆ

4
0
3
1

˙

.

gegeben.

Darum gilt

U1 X U2 “ tx P V | A3x “ 0u “ Lin

"ˆ

1
1
0
0

˙

,

ˆ

4
0
3
1

˙*

loooooooomoooooooon

“:B3

und B3 bildet eine Basis für U1 X U2 .

Es bleibt, nur noch eine Basis für U1 ` U2 zu bestimmen.

ANSATZ I.
Mithilfe der oben berechneten Basen für U1, U2, wissen wir

U1 ` U2 “ Lin
 

ˆ

1
1
0
0

˙

,

ˆ

2
0
1
0

˙

,

ˆ

´2
0
0
1

˙

(

` Lin
 

ˆ

1
1
0
0

˙

,

ˆ

1
0
1
0

˙

,

ˆ

1
0
0
1

˙

(

“ Lin
 

ˆ

1
1
0
0

˙

,

ˆ

2
0
1
0

˙

,

ˆ

´2
0
0
1

˙ˆ

1
0
1
0

˙

,

ˆ

1
0
0
1

˙

(

.

Wir haben nun ein Erzeugendensystem bestimmt. Diese Menge muss auf eine maximale linear unabhängige
Teilmenge reduziert werden, um eine Basis daraus zu berechnen. Hierfür reicht es aus, die Vektoren in ein
homogenes LGS überzuführen, die Matrix auf Zeilenstufenform zu reduzieren, um etwa durch die Spalten
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entsprechend den freien Unbekannten zu bestimmen, welche Spalten linear abhängig sind.

Homogenes System:
¨

˚

˚

˝

1 2 ´2 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1

˛

‹

‹

‚

Zeilenoperation Z2 ø Z1 ´ Z2 anwenden:
¨

˚

˚

˝

1 2 ´2 1 1
0 2 ´2 1 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1

˛

‹

‹

‚

Zeilenoperation Z3 ø 2 ¨ Z3 ´ Z2 anwenden:
¨

˚

˚

˝

1 2 ´2 1 1
0 2 ´2 1 1
0 0 2 1 ´1
0 0 1 0 1

˛

‹

‹

‚

Zeilenoperation Z4 ø Z3 ´ 2 ¨ Z4 anwenden:
¨

˚

˚

˝

1 2 ´2 1 1
0 2 ´2 1 1
0 0 2 1 ´1
0 0 0 1 ´3

˛

‹

‹

‚

ùñ nur x5 frei.

Also hängt die 5. Spalte von Spalten 1–4 ab, welche der Zeilenstufenform zufolge linear unabhängig sind.
Folglich ist

"ˆ

1
1
0
0

˙

,

ˆ

2
0
1
0

˙

,

ˆ

´2
0
0
1

˙ˆ

1
0
1
0

˙*

eine Basis für U1 ` U2 .

ANSATZ II.
Mithilfe der Dimensionsformel (siehe [Sin20, Satz 5.4.3 (2)]) wissen wir

dimpU1 ` U2q “ dimpU1q ` dimpU2q ´ dimpU1 X U2q

“ 3` 3´ 2 “ 4 “ dimpV q.

Da V endlich dimensional ist, und dimpU1 ` U2q “ dimpV q für den linearen Unterraum U1 ` U2 Ď V gilt,
gilt U1`U2 “ V “ R4 (Siehe [Sin20, Satz 5.4.3 (1)]). Darum können wir bspw. die kanonische Basis für R4

"ˆ

1
0
0
0

˙

,

ˆ

0
1
0
0

˙

,

ˆ

0
0
1
0

˙

,

ˆ

0
0
0
1

˙*

als Basis für U1 ` U2 verwenden.

Bemerkung. In diesem letzten Teil hatten wir Glück. Wenn sich dimpU1 ` U2q ă V herausgestellt hätte,
hätten wir Ansatz II nicht anwenden können, und hätten etwas wie Ansatz I anwenden müssen.

44



Aufgabe 8¨2

In dieser Aufgabe arbeiten wir im Vektorraum V “ Rrxsďd für ein d P N. Dies ist ein linearer Unterraum von
Rrxs. Seien

vi :“ px´ 1qi P V

für i P t0, 1, . . . , du.

Behauptung 8¨1 Die Vektoren in B :“ tv0,v1 . . . ,vdu bilden eine Basis für V . ♦

Beweis. Zu zeigen: B ist ein Erzeugendensystem und ist eine linear unabhängige Menge.

::::::::::::::::::
Erzeugendensystem:
Da 1, x, . . . , xd offensichtlich ein Erzeugendensystem für V ist,
reicht es aus zu zeigen, dass xk P LinB für alle k P t0, 1, . . . , du.
Fixiere also ein beliebiges k P t0, 1, . . . , du.
Mithilfe der binomischen Formel wissen wir

xk “ px´ 1 ` 1qk “
řk
i“0 p

k
i q ¨ px´ 1qi ¨ 1k´i “

řk
i“0 civi,

wobei ci “ p ki q P R für alle i P t0, 1, . . . , ku. Darum gilt offensichtlich xk P LinB für alle k P t0, 1, . . . , du.
Also ist B ein Erzeugendensystem.

:::::::::::::::::::::
Lineare Unabhägigkeit:
Seien c0, c1, . . . , cd P R mit

řd
i“0 civi “ 0 (8¨1)

wobei 0 der Nullvektor von V ist, also das 0-Polynom. Zu zeigen: c0, c1, . . . , cd “ 0.

Ansatz I: Angenommen , dies sei nicht der Fall. Sei k P t0, 1, . . . , du maximal mit ck ‰ 0. Falls k “ 0, dann

x0 “ c´1
0 c0px´ 1q0

“ c´1
0

řd
i“0 cipx´ 1qi wegen Maximalität von k

(8¨1)
“ c´1

0 ¨ 0
“ 0,

was offensichtlich ein Widerspruch ist. Falls k ą 0, dann

xk “ xk ´ c´1
k ¨ 0

(8¨1)
“ xk ´ c´1

k

řd
i“0 cipx´ 1qi

“ xk ´
řk
i“0 c

´1
k cipx´ 1qi wegen Maximalität von k

“
řk´1
i“0 ´c

´1
k cipx´ 1qi ` pxk ´ px´ 1qkq.

Mithilfe der binomischen Formel ist es leicht zu sehen, dass der letzte Term ein Polynom vom Grade ă k ist.
Das heißt, xk P Lint1, x, . . . , xk´1u.
Daraus folgt, dass 1, x, . . . , xk´1, xk linear abhängig sind.
Aber dies widerspricht, dass 1, x1, x2, . . . im (Ober)vektorraum Rrxs linear unabhängig sind (siehe [Sin20,
Bsp. 5.2.7]).
Darum gilt die Annahme nicht. Also c0, c1, . . . , cd “ 0.

Ansatz II: Sei nun t P R ein beliebiger Wert. Wenn man x “ t` 1 in (8¨1) einsetzt, erhält man
řd
i“0 cit

i “
řd
i“0 civipt` 1q “ 0pt` 1q “ 0. (8¨2)

Da (8¨2) nun für alle t P R gilt, haben wir somit bewiesen, dass
řd
i“0 cix

i “ 0 (8¨3)

gilt. Da nun 1, x1, x2, . . . im (Ober)vektorraum Rrxs linear unabhängig sind (siehe [Sin20, Bsp. 5.2.7]), folgt
aus (8¨3) per Definition von linearer Unabhägigkeit, dass c0, c1, . . . , cd “ 0 gilt. �
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Aufgabe 8¨3

Sei V ein Vektorraum über C mit Basis v1,v2, . . . ,vn. Bezeichne mit W denselben Vektorraum, nur über
dem Körper R statt C.

(a)

Behauptung 8¨2 Die Vektoren v1,v2, . . . ,vn bleiben linear unabhängig in W . ♦

Beweis. Seien c1, c2, . . . , cn P R mit
řn
i“1 civi “ 0 (8¨4)

Zu zeigen: c1, c2, . . . , cn “ 0.
Da per Voraussetzung von Aufgabe 3 v1,v2, . . . ,vn linear unabhängig in V sind, gilt nun

@c11, c
1
2, . . . , c

1
n P C :

řn
i“1 c

1
ivi “ 0 ñ c11, c

1
2, . . . , c

1
n “ 0. (8¨5)

Da R Ď C folgt unmittelbar aus (8¨4) und (8¨5), dass c1, c2, . . . , cn “ 0 gilt. �

(b) Wir beantworten (b) zusammen mit (c).

(c)

Behauptung 8¨3 Die Vektoren v1,v2, . . . ,vn,vn`1,vn`2, . . . ,v2n, wobei

@i P t1, 2, . . . , nu : vn`i :“ ı ¨ vn (berechnet in V ),

bilden eine Basis für W . Insbesondere gilt dimpW q “ 2n “ 2 dimpV q . ♦

Beweis. Zu zeigen: v1,v2, . . . ,v2n ist ein Erzeugendensystem für W und linear unabhängig.

::::::::::::::::::
Erzeugendensystem:

Sei ξ PW p“ V q ein beliebiger Vektor. Zu zeigen: Es gibt c1, c2, . . . , c2n P R, so dass
ř2n
i“1 civi “ ξ.

Da nun v1,v2, . . . ,vn eine Basis für V ist, und V ein C-Vektorraum ist, existieren Skalare
α1, α2, . . . , αn P C, so dass

řn
i“1 αivi “ ξ. (8¨6)

Setze nun

ci :“ Repαiq, cn`i :“ Impαiq

für alle i P t1, 2, . . . , nu. Dann gilt
ř2n
i“1 civi “

řn
i“1 civi `

ř2n
i“n`1 civi

“
řn
i“1 civi `

řn
i“1 cn`ivn`i

“
řn
i“1 civi `

řn
i“1 cn`ipı ¨ viq (per Konstruktion)

“
řn
i“1pci ` ı ¨ cn`iqvi

“
řn
i“1pRepαiq ` ı Impαiqqvi (per Konstruktion)

“
řn
i“1 αivi

(8¨6)
“ ξ.

Also gibt es c1, c2, . . . , c2n P R, so dass
ř2n
i“1 civi “ ξ. Da dies für alle ξ PW gilt, bilden v1,v2, . . . ,v2n

ein Erzeugendensystem für W .

:::::::::::::::::::::
Lineare Unabhägigkeit:
Seien c1, c2, . . . , c2n P R, so dass

ř2n
i“1 civi “ 0. (8¨7)

Zu zeigen: c1, c2, . . . , c2n “ 0. Es gilt

0
(8¨7)
“

ř2n
i“1 civi “

řn
i“1

“:αi, PC
hkkkkkkkikkkkkkkj

pci ` ı ¨ cn`iqvi,
(8¨8)

wobei die letzte Umformung genau wie in der o. s. Berechnung sich herleiten lässt. Da v1,v2, . . . ,vn im
C-Vektorraum, V , linear unabhängig sind, folgt aus (8¨8), dass α1, α2, . . . , αn “ 0.
Da ci P R für alle i P t1, 2, . . . , 2nu, folgt aus der Definition von jedem αi, dass
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ci “ Repαiq “ 0
cn`i “ Impαiq “ 0

für alle i P t1, 2, . . . , nu. Darum gilt c1, c2, . . . , c2n “ 0. Also sind v1,v2, . . . ,v2n linear unabhängig. �

Bemerkung. Zum Schluss betrachten wir den konkreten Fall von V “ C2 mit der kanonischen Basis

v1 :“ p 1
0 q , v2 :“ p 0

1 q .

Behauptung 8¨3 zufolge ist

v1, v2, v3 :“ ı ¨ v1 “ p
ı
0 q , v4 :“ ı ¨ v2 “ p

0
ı q .

eine Basis für W :“ C2, wenn dies als R-Vektorraum betrachtet wird. Insbesondere gilt dimpW q “ 4.
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Übungsserie 9

Woche 9

Aufgabe 9¨1

Seien

u1 :“

ˆ

1
2
´1
1

˙

, u2 :“

ˆ

´1
´2
1
2

˙

, v1 :“

ˆ

1
2
´1
´2

˙

, v2 :“

ˆ

´1
3
0
´2

˙

, v3 :“

ˆ

2
´1
´1
1

˙

.

Vektoren in R4 und setze

U :“ Lintu1, u2u V :“ Lintv1, v2, v3u.

Behauptung 9¨1 U Ď V . ♦

Beweis. Es reicht aus zu zeigen, dass u1, u2 P Lintv1, v2, v3u. Zu diesem Zwecke reicht es aus das
homogene LGS Ax “ 0 in Zeilenstufenform zu bringen, wobei

A “ pv1 v2 v3 u1 u2q “

ˆ 1 ´1 2 1 ´1
2 3 ´1 2 ´2
´1 0 ´1 ´1 1
´2 ´2 1 1 2

˙

und zu zeigen, dass x4, x5 darin freie Unbekannte sind.

Zeilenoperationen Z2 ø Z2 ´ 2 ¨ Z1; Z3 ø Z3 ` Z1 und Z4 ø Z4 ` 2 ¨ Z1 anwenden:
¨

˚

˚

˝

1 ´1 2 1 ´1
0 5 ´5 0 0
0 ´1 1 0 0
0 ´4 5 3 0

˛

‹

‹

‚

.

Zeilenoperation Z3 ø Z3 `
1
5 ¨ Z2 und Z4 ø Z4 `

4
5 ¨ Z2 anwenden:

¨

˚

˚

˝

1 ´1 2 1 ´1
0 5 ´5 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 3 0

˛

‹

‹

‚

.

Zeilenoperation Z3 ú Z4 anwenden:

¨

˚

˚

˝

1 ´1 2 1 ´1

0 5 ´5 0 0

0 0 1 3 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

.

Darum sind x4, x5 im homogenen LGS frei. Folglich gelten u1, u2 P Lintv1, v2, v3u “ V und damit gilt
U “ Lintu1, u2u Ď V . �

Bemerkung 9¨2 Im Beweis von Behauptung 9¨1 wurde aus der Feststellung, dass x4, x5 im LGS Ax “ 0 frei
sind, schlussfolgert, dass u1, u2 P Lintv1, v2, v3u. Diese Schlussfolgerung lässt sich rechtfertigen:

• Sei u P U “ Lintu1, u2u. Dann existieren c1, c2 P R, so dass u “ c1u1 ` c2u2 .



• Setze nun im homogenen LGS x4 :“ ´c1 und x5 :“ ´c2 und bestimme x1, x2, x3 P R, gemäß
der Zeilenstufenform. Dies liefert uns eine Lösung zu Ax “ 0. Wegen der Konstruktion von A
heißt dies

x1v1 ` x2v2 ` x3v3 ` x4u1 ` x5u2 “ 0 (9¨1)

• Folglich gilt

u “ c1u1 ` c2u2

“ ´x4u1 `´x5u2 (per Konstruktion)
(9¨1)
“ x1v1 ` x2v2 ` x3v3 P Lintv1, v2, v3u “ V.

Da u P U beliebig gewählt wurde, gilt U Ď V .

Beachte hier, dass die Freiheit von x4, x5 im LGS eine kritische Rolle spielt. ♦

Behauptung 9¨3 tv2 ` Uu ist eine Basis für V {U . Insbesondere gilt dimpV {Uq “ 1. ♦

Beweis. Unser Ziel ist es, zu bestimmen, in wiefern sich dasa System tu1, u2u durch die Vektoren
v1, v2, v3 erweitern lässt, und dabei die linear abhängigen Vektoren zu entfernen und die linear un-
abhängigen zu behalten (vgl. Ansatz im Beweis von [Sin20, Satz 5.5.3]). Zu diesem Zwecke untersuchen
wir das homogene LGS, Bx “ 0, wobei

B “ pu1 u2 v1 v2 v3q “

ˆ 1 ´1 1 ´1 2
2 ´2 2 3 ´1
´1 1 ´1 0 ´1
1 2 ´2 ´2 1

˙

.

Es reicht aus hier zu zeigen, dass x3, x5 frei sind und x4 nicht frei ist.

Zeilenoperationen Z2 ø Z2 ´ 2 ¨ Z1; Z3 ø Z3 ` Z1 und Z4 ø Z4 ´ Z1 anwenden:
¨

˚

˚

˝

1 ´1 1 ´1 2
0 0 0 5 ´5
0 0 0 ´1 1
0 3 ´3 ´1 ´1

˛

‹

‹

‚

.

Zeilenoperation Z2 ú Z4 anwenden:
¨

˚

˚

˝

1 ´1 1 ´1 2
0 3 ´3 ´1 ´1
0 0 0 ´1 1
0 0 0 5 ´5

˛

‹

‹

‚

.

Zeilenoperation Z4 ø Z4 ` 5 ¨ Z3 anwenden:

¨

˚

˚

˝

1 ´1 1 ´1 2

0 3 ´3 ´1 ´1

0 0 0 ´1 1

0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

.

Darum sind x3, x5 frei und x1, x2, x4 nicht. Also ist tv2 ` Uu eine (einelementige) Basis für V {U . �

Bemerkung. Wie in Bemerkung 9¨2 erklärt wurde, sind die Spalten/Vektoren entsprechend den freien Va-
riablen, also v1, v3, linear abhängig von den Spalten/Vektoren entsprechend den nicht-freien Variablen, also
u1, u2, u3. Folglich gelten

v1 ` U, v2 ` U P Lintv3 ` Uu

Und da x4 nicht frei ist, hängt v3 von u1, u2 nicht ab. Also gilt v3 ` U ‰ 0V {U . ♦

aevtl. nicht linear unabhängiges

49



Aufgabe 9¨2

Seien

v1 :“

ˆ

1
´2
3
1

˙

, v2 :“

ˆ

2
´5
7
0

˙

, v3 :“

ˆ

´2
6
´9
´3

˙

.

Vektoren in R4 und sei ϕ : R3 Ñ R4 die eindeutig definierte lineare Abbildung mit ϕpeiq “ vi für i P t1, 2, 3u,
wobei te1, e2, e3u die kanonische Basis für R3 ist.

(a) Wegen Linearität gilt für alle x1, x2, x3 P R

ϕpx1, x2, x3q “ ϕpx1e1 ` x2e2 ` x3e3q

“ x1ϕpe1q ` x2ϕpe2q ` x3ϕpe3q

“ x1v1 ` x2v2 ` x3v3

“ Ax

wobei

A :“

ˆ 1 2 ´2
´2 ´5 6
3 7 ´9
1 0 ´3

˙

Insbesondere gilt ϕ “ ϕA . Im nächsten Aufgabenteil nutzen wir diese Darstellung aus.

(b) Um zu bestimmen, ob ϕ “ ϕA injektiv, surjektiv, bijektiv ist, berechnen wir die Zeilenstufenform von A.
Es gilt

Zeilenoperationen Z2 ø Z2 ` 2 ¨ Z1; Z2 ø Z2 ´ 3 ¨ Z1 und Z3 ø Z3 ´ Z1 anwenden:
¨

˚

˚

˝

1 2 ´2
0 ´1 2
0 1 ´3
0 ´2 ´1

˛

‹

‹

‚

.

Zeilenoperation Z3 ø Z3 ` Z2 und Z4 ø Z4 ´ 2 ¨ Z2 anwenden:
¨

˚

˚

˝

1 2 ´2
0 ´1 2
0 0 ´1
0 0 ´5

˛

‹

‹

‚

.

Zeilenoperation Z4 ø Z4 ´ 5 ¨ Z3 anwenden:
¨

˚

˚

˚

˝

1 2 ´2

0 ´1 2

0 0 ´1

0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

.

ñ RangpAq “ ZeilenrangpAq “ 3 (siehe [Sin20, Satz 6.3.11]).

Also gilt ϕ “ ϕA, wobei A eine mˆ n-Matrix ist, wobei m “ 4, n “ 3, und RangpAq “ 3. Laut [Sin20,
Korollar 6.3.15] erhalten wir also

• ϕ ist injektiv , weil RangpAq “ 3 ě 3 “ n.

• ϕ ist nicht surjektiv , weil RangpAq “ 3 ğ 4 “ m.

• ϕ ist nicht bijektiv , weil m ‰ n.
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Aufgabe 9¨3

Seien U, V,W Vektorräume über einem Körper K. Seien ϕ : U Ñ V und ψ : V ÑW lineare Abbildungen.

Behauptung. ψ ˝ ϕ : U ÑW ist injektiv ô ϕ injektiv und Kernpψq X Bildpϕq “ t0u. ♦

Beweis. (ùñ). Angenommen, ψ ˝ϕ sei injektiv. Zu zeigen: (i) ϕ injektiv und (ii) KernpψqXBildpϕq “ t0u.

(i) Seien x, x1 P U beliebig. Dann gilt

ϕpxq “ ϕpx1q ùñ ψpϕpxqq “ ψpϕpx1qq
ùñ pψ ˝ ϕqpxq “ pψ ˝ ϕqpx1q

ψ ˝ ϕ inj.
ùñ x “ x1.

Folglich ist ϕ injektiv.

(ii) Sei y P V beliebig. Es gilt

y P Kernpψq X Bildpϕq ðñ y P Bildpϕq und y P Kernpψq

ðñ pDx P U : y “ ϕpxqq und y P Kernpψq

ðñ Dx P U : py “ ϕpxq und y P Kernpψqq

ðñ Dx P U : py “ ϕpxq undψpyq “ 0q

ðñ Dx P U : py “ ϕpxq undψpϕpxqq “ 0q

ðñ Dx P U : py “ ϕpxq und pψ ˝ ϕqpxq “ 0q

ðñ Dx P U : py “ ϕpxq undx P Kernpψ ˝ ϕqq

ðñ Dx P U : py “ ϕpxq undx P t0uq

(wegen Injektivität von ψ ˝ ϕ + [Sin20, Lemma 6.1.4(1)])

ðñ Dx P U : py “ ϕpxq undx “ 0q

ðñ y “ ϕp0q “ 0 ðñ y P t0u.

Darum gilt Kernpψq X Bildpϕq “ t0u.

(ðù). Angenommen, (i) ϕ sei injektiv und (ii) Kernpψq X Bildpϕq “ t0u. Zu zeigen: ψ ˝ ϕ injektiv.
Hierfür wenden wir [Sin20, Lemma 6.1.4(1)] an. Sei x P U beliebig. Es gilt

x P Kernpψ ˝ ϕq ðñ ψpϕpxqq “ pψ ˝ ϕqpxq “ 0

ðñ ϕpxq P Kernpψq

ðñ ϕpxq P Kernpψq X Bildpϕq (ϕpxq ist immer in Bildpϕq)
(ii)
ðñ ϕpxq P t0u

ðñ ϕpxq “ 0

ðñ x P Kernpϕq

ðñ x P t0u (wegen (i) + [Sin20, Lemma 6.1.4(1)])

Darum gilt Kernpψ˝ϕq “ t0u und laut [Sin20, Lemma 6.1.4(1)] ist dies zur Injektivität von ψ˝ϕ äquivalent.�
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Übungsserie 10

Woche 10

ACHTUNG. Diese Lösungen dienen nicht als Musterlösungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 10¨1

Seien V,W,X Vektorräume über einem Körper K und seien ϕ : V ÑW und ψ : W Ñ X linear. Des Weiteren
sei angenommen, V,W,X seien endlich dimensional.

(a)

Behauptung. Rangpψ ˝ ϕq ď mintRangpψq,Rangpϕqu. ♦

Beweis. Sei d “ Rangpψ ˝ ϕq “ dimpBildpψ ˝ ϕqq. Zu zeigen: d ď Rangpψq
Defn
“ dimpBildpψqq und

d ď Rangpϕq
Defn
“ dimpBildpϕqq. Da d “ dimpBildpψ ˝ ϕqq, existiert eine Basis

px1, x2, . . . , xdq Ď Bildpψ ˝ ϕq

für Bildpψ ˝ϕq. Insbesondere sind x1, x2, . . . , xd linear unabhängig. Da jedes xi P Bildpψ ˝ϕq, existieren
vi P V , so dass pψ ˝ ϕqpviq “ xi für alle i P t1, 2, . . . , du. Setze außerdem wi :“ ϕpviq für jedes
i P t1, 2, . . . , du. Darum xi “ pψ ˝ ϕqpviq “ ψpϕpviqq “ ψpwiq für alle i P t1, 2, . . . , du.

Da xi “ ψpwiq P Bildpψq für alle i P t1, 2, . . . , du, folgt aus der linearen Unabhängigkeit von

px1, x2, . . . , xdq, dass d ď dimpBildpψqq (siehe [Sin20, Satz 5.3.4]).

Es bleibt noch zu zeigen, dass d ď Rangpϕq gilt. Da wi P Bildpϕq für alle i P t1, 2, . . . , du, reicht es
aus wie oben zu zeigen, dass pw1, w2, . . . , wdq linear unabhängig sind. Für c1, c2, . . . , cd P K gelten nun
folgende Implikationen:

řd
i“1 ciwi “ 0 ùñ ψp

řd
i“1 ciwiq “ ψp0q

ùñ
řd
i“1 ciψpwiq “ 0

wegen Linearität von ψ und [Sin20, Lemma 6.1.2]

ùñ
řd
i“1 cixi “ 0

per Konstruktion von wi

ùñ c1, c2, . . . , cd “ 0K

weil px1, x2, . . . , xdq linear unabhängig ist.

Damit gilt
řd
i“1 ciwi “ 0 ñ c1, c2, . . . , cd “ 0K für alle c1, c2, . . . , cd P K. Also ist pw1, w2, . . . , wdq li-

near unabhängig. Da wi P Bildpϕq für alle i P t1, 2, . . . , du, erschließt sich aus der linearen Unabhängigkeit

d ď dimpBildpϕqq (siehe [Sin20, Satz 5.3.4]). �

(b)

Behauptung. Falls ψ injektiv ist, so gilt Rangpψ ˝ ϕq “ Rangpϕq. ♦

Beweis. Laut Teil (a) wissen wir bereits, dass Rangpψ ˝ ϕq ď Rangpϕq. Es bleibt zu zeigen, dass



Rangpψ ˝ ϕq ě Rangpϕq. Sei d :“ Rangpϕq
Defn
“ dimpBildpϕqq. Dann existiert eine Basis

pw1, w2, . . . , wdq Ď Bildpϕq

für Bildpϕq. Da jedes wi P Bildpϕq, existieren vi P V , so dass ϕpviq “ wi für alle i P t1, 2, . . . , du. Setze
außerdem xi :“ ψpwiq “ ψpϕpviqq “ pψ ˝ ϕqpviq P Bildpψ ˝ ϕq für jedes i P t1, 2, . . . , du.

Wir zeigen nun, dass px1, x2, . . . , xdq linear unabhängig ist. Für c1, c2, . . . , cd P K gelten nun folgende
Implikationen:

řd
i“1 cixi “ 0 ùñ

řd
i“1 ciψpwiq “ 0

per Konstruktion von xi

ùñ ψp
řd
i“1 ciwiq “ 0

wegen Linearität von ψ

ùñ
řd
i“1 ciwi P Kernpψq

ùñ
řd
i“1 ciwi “ 0

wegen Injektivität von ψ + [Sin20, Lemma 6.1.4]

ùñ c1, c2, . . . , cd “ 0K

weil pw1, w2, . . . , wdq linear unabhängig ist.

Damit gilt
řd
i“1 cixi “ 0 ñ c1, c2, . . . , cd “ 0K für alle c1, c2, . . . , cd P K. Also ist px1, x2, . . . , xdq linear

unabhängig.

Da px1, x2, . . . , xdq linear unabhängig ist und xi P Bildpψ ˝ ϕq für alle i P t1, 2, . . . , du, folgt

d ď dimpBildpψ ˝ ϕqq
Defn
“ Rangpψ ˝ ϕq (siehe [Sin20, Satz 5.3.4]). �

(c)

Behauptung. Falls ϕ surjektiv ist, so gilt Rangpψ ˝ ϕq “ Rangpψq. ♦

Beweis. Es gilt

Rangpψ ˝ ϕq
Defn
“ dimpBildpψ ˝ ϕqq
“ dimppψ ˝ ϕqpV qq
“ dimpψpϕpV qqq
“ dimpψpBildpϕqqq
“ dimpψpW qq, da ϕ surjektiv ist
“ dimpBildpψqq

Defn
“ Rangpψq.

�
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Aufgabe 10¨2

Seien

v1 “

ˆ

2
1

˙

, v2 “

ˆ

´1
1

˙

, w1 “

¨

˝

1
1
0

˛

‚, w2 “

¨

˝

1
´1
2

˛

‚, w3 “

¨

˝

0
3
´1

˛

‚.

Zuerst beoachten wir dass A :“ pv1, v2q und B :“ pw1, w2, w3q Basen für R2 bzw. R3:

Setze A :“ pv1 v2q “
`

2 ´1
1 1

˘

und B :“ pw1 w2 w3q “

´

1 1 0
1 ´1 3
0 2 ´1

¯

. Anwendung des Gaußverfahrens liefert

A
Z2Ðß2¨Z2´Z1
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

˜

2 ´1

0 3

¸

B
Z2ÐßZ2´Z1
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

1 1 0
0 ´2 3
0 2 ´1

˛

‚

Z3ÐßZ3`Z2
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˝

1 1 0

0 ´2 3

0 0 2

˛

‹

‚

Darum gilt RangpAq “ 2 “ dimpR2q und RangpBq “ 3 “ dimpR3q, woraus sich ergibt, dass A eine Basis für
R2 und B eine Basis für R3 sind (vgl. [Sin20, Korollar 5.4.4]).

(a) Für x P R2 sei ϕpxq P R2 definiert durch

ϕpxq “

ˆ

2x1

´x2

˙

“

ˆ

2
0

˙

x1 `

ˆ

0
´1

˙

x2 “

ˆ

2 0
0 ´1

˙

loooooomoooooon

“:C

x.

Also gilt ϕ “ ϕC . Folglich gilt MA
A pϕq “ A´1CA. Um dies zu berechnen betrachten wir das augmen-

tierte System pA|CAq und führen darauf das Gaußverfahren, bis die linke Hälfte wie die Identitätsmatrix
aussieht. Dann steht in der rechten Hälfte die Matrix A´1CA. Es gilt

CA “

ˆ

2 0
0 ´1

˙ˆ

2 ´1
1 1

˙

“

ˆ

4 ´2
´1 ´1

˙

.

Und das augmentierte System, pA|CAq, wird wie folgt reduziert:
ˆ

2 ´1 4 ´2
1 1 ´1 ´1

˙

Z2Ðß2¨Z2´Z1
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

ˆ

2 ´1 4 ´2
0 3 ´6 0

˙

Z1Ðß3¨Z1`Z2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

ˆ

6 0 6 ´6
0 3 ´6 0

˙

Z1ÐßZ1:6
Z2ÐßZ2:3
ÝÝÝÝÝÝÑ

ˆ

1 0 1 ´1
0 1 ´2 0

˙

.

Darum gilt MA
A pϕq “ A´1CA “

ˆ

1 ´1
´2 0

˙

.

Zur Untersuchung der Injektivität/Surjektivität von ϕ, da ϕ isomorph zu ϕC ist, reicht es aus, [Sin20,
Korollar 6.3.15] anzuwenden. Man sieht direkt, dass RangpCq “ 2. Da C P Rmˆn mit m “ 2 und n “ 2,

und da RangpCq “ 2 “ m “ n, ist ϕ bijektiv .

(b) Für x P R2 sei ϕpxq P R3 definiert durch

ϕpxq “

¨

˝

x1 ` x2

5x2 ´ x1

2x1 ´ 4x2

˛

‚ “

¨

˝

1
´1
2

˛

‚x1 `

¨

˝

1
5
´4

˛

‚x2 “

¨

˝

1 1
´1 5

2 ´4

˛

‚

looooooomooooooon

“:C

x.

Also gilt ϕ “ ϕC . Folglich gilt MA
B pϕq “ B´1CA. Um dies zu berechnen betrachten wir das augmentierte

System pB|CAq und führen darauf das Gaußverfahren, bis die linke Hälfte wie die Identitätsmatrix
aussieht. Dann steht in der rechten Hälfte die Matrix B´1CA. Es gilt

CA “

¨

˝

1 1
´1 5

2 ´4

˛

‚

ˆ

2 ´1
1 1

˙

“

¨

˝

3 0
3 6
0 ´6

˛

‚.
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Und das augmentierte System, pB|CAq, wird wie folgt reduziert:
¨

˝

1 1 0 3 0
1 ´1 3 3 6
0 2 ´1 0 ´6

˛

‚

Z2ÐßZ1´Z2
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

1 1 0 3 0
0 2 ´3 0 ´6
0 2 ´1 0 ´6

˛

‚

Z1Ðß2¨Z1´Z2
Z3ÐßZ3´Z2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

2 0 3 6 6
0 2 ´3 0 ´6
0 0 2 0 0

˛

‚

Z1Ðß2¨Z1´3¨Z3
Z2Ðß2¨Z1`3¨Z3
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

4 0 0 12 12
0 4 0 0 ´12
0 0 2 0 0

˛

‚

Z1ÐßZ1:4
Z2ÐßZ2:4
Z3ÐßZ3:2
ÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

1 0 0 3 3
0 1 0 0 ´3
0 0 1 0 0

˛

‚.

Darum gilt MA
B pϕq “ B´1CA “

¨

˝

3 3
0 ´3
0 0

˛

‚ .

Zur Untersuchung der Injektivität/Surjektivität von ϕ, da ϕ isomorph zu ϕM mit M “MA
B pϕq ist, reicht

es aus, [Sin20, Korollar 6.3.15] anzuwenden. Man sieht direkt, dass RangpMq “ 2. Da M P Rmˆn mit

m “ 3 und n “ 2, und da RangpMq “ 2 “ n ă m, ist ϕ injektiv aber nicht surjektiv .

(c) Für x P R3 sei ϕpxq P R2 definiert durch

ϕpxq “

ˆ

2x2

3x1 ´ x3

˙

“

ˆ

0
3

˙

x1 `

ˆ

2
0

˙

x2 `

ˆ

0
´1

˙

x3 “

ˆ

0 2 0
3 0 ´1

˙

loooooooomoooooooon

“:C

x.

Also gilt ϕ “ ϕC . Folglich gilt MB
Apϕq “ A´1CB. Um dies zu berechnen betrachten wir das augmentierte

System pA|CBq und führen darauf das Gaußverfahren, bis die linke Hälfte wie die Identitätsmatrix
aussieht. Dann steht in der rechten Hälfte die Matrix A´1CB. Es gilt

CB “

ˆ

0 2 0
3 0 ´1

˙

¨

˝

1 1 0
1 ´1 3
0 2 ´1

˛

‚ “

ˆ

2 ´2 6
3 1 1

˙

.

Und das augmentierte System, pA|CBq, wird wie folgt reduziert:
ˆ

2 ´1 2 ´2 6
1 1 3 1 1

˙

Z2Ðß2¨Z2´Z1
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

ˆ

2 ´1 2 ´2 6
0 3 4 4 ´4

˙

Z1Ðß3¨Z1`Z2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

ˆ

6 0 10 ´2 14
0 3 4 4 ´4

˙

Z1ÐßZ1:6
Z2ÐßZ2:3
ÝÝÝÝÝÝÑ

ˆ

1 0 5{3 ´1{3 7{3
0 1 4{3 4{3 ´4{3

˙

.

Darum gilt MB
Apϕq “ A´1CB “

ˆ

5{3 ´1{3 7{3
4{3 4{3 ´4{3

˙

.

Zur Untersuchung der Injektivität/Surjektivität von ϕ, da ϕ isomorph zu ϕC ist, reicht es aus, [Sin20,
Korollar 6.3.15] anzuwenden. Man kann leicht erkennen (etwa durch einen Zeilentausch), dass RangpCq “

2. Da C P Rmˆn mit m “ 2 und n “ 3, und da RangpCq “ 2 “ m ă n, ist ϕ surjektiv aber

nicht injektiv .
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Aufgabe 10¨3

Seien d P N und a P R. Betrachet sei die Abbildung ϕ : Rrxsďd Ñ Rrxsďd definiert durch

ϕpfqptq :“ fpt` aq, für alle f P Rrxsďd, t P R.

Bevor wir die uns den Aufgaben widmen, machen wir von der binomischen Formel mehrfach Gebrauch und
beobachten wir für f P Rrxsďd der Form f “

řd
k“0 αkx

k mit α0, α1, . . . , αd P R, dass

ϕpfqptq “ fpt` aq

“
řd
k“0 αkpt` aq

k

“
řd
k“0 αk

řk
i“0 p

k
i q a

k´iti (Anwendung der bin. Formel)

“
řd
k“0

řk
i“0 αk p

k
i q a

k´iti

“
řd
i“0

`

d
ÿ

k“i

p ki q a
k´iαk

loooooooomoooooooon

“:α1i

˘

ti.

für alle t P R gilt. Folglich gilt

ϕpfq “
řd
i“0 α

1
ix
i. (10¨1)

Insbesondere ist es zumindest klar, dass ϕpfq P Rrxsďd für alle f P Rrxsďd gilt. D. h. ϕ ist wohldefiniert.

(a) Behauptung. ϕ ist linear. ♦

Beweis (Ansatz I). Wir beweisen die Aussage direkt. Für diesen Beweis ist es wichtig, dass wir die
Objekte des Vektorraumes, Rrxsďd wirklich als Funktionen und nicht als abstrakte Objekt betrachten.

Es reicht aus zu zeigen, dass ϕ dem (LIN)-Axiom genügt (siehe [Sin20, §6.1]). Seien also c, c1 P R und
f, g P Rrxsďd beliebig. Zu zeigen: ϕpcf ` c1gq “ cϕpfq ` c1ϕpgq. Für alle x P R berechnen wir

pϕpcf ` c1gqqpxq
Defn
“ pcf ` c1gqpx` aq
(˚)
“ pcfqpx` aq ` pc1gqpx` aq
(˚)
“ c ¨ pfpx` aqq ` c1 ¨ pgpx` aqq

Defn
“ c ¨ pϕpfqpxqq ` c1 ¨ pϕpgqpxqq
(˚)
“ pc ¨ ϕpfqqpxq ` pc1 ¨ ϕpgqqpxq
(˚)
“ pc ¨ ϕpfq ` c1 ¨ ϕpgqqpxq

(10¨2)

Hier gelten die mit (˚) gekennzeichneten Gleichungen, per Definition von (punktweise) Skalarmultiplika-
tion und Vektoraddition innerhalb des Vektorraumes, der aus R-wertigen Funktionen besteht.

Da nun (10¨2) für alle x P R gilt, haben wir beweisen, dass ϕpcf`c1gq “ cϕpfq`c1ϕpgq für alle c, c1 P R
und f, g P Rrxsďd Darum gilt das (LIN)-Axiom. Somit ist ϕ linear. �

Beweis (Ansatz II). In diesem Ansatz machen wir von Darstellungsmatrizen Gebrauch. Da nun
B “ tx0, x1, . . . , xdu eine Basis von V :“ Rrxsďd ist und ϕ eine wohldefinierte Funktion von V nach V
ist, können wir o. E. ϕ als Abbildung von Rd`1 nach Rd`1 betrachten. Bezeichen wir diese Abbildung als
ϕ̃. Da Rd`1 zu V isomorph ist, reicht es aus, um die Linearität von ϕ zu beweisen, zu zeigen, dass eine
Matrix C P Rpd`1qˆpd`1q existiert, so dass ϕ̃ gleich ϕC ist, was auf jeden Fall linear ist (siehe [Sin20,
§6.2]). Zu diesem Zwecke konstruieren wir die Matrix, C P Rpd`1qˆpd`1q, mit Einträgen

Cij “

" `

j
i

˘

aj´i : j ě i
0 : j ă i

für i, j P t0, 1, . . . , du. Für alle α P Rd`1, unter Betrachtung des entsprechenden Objekts

f “
řd
i“0 αix

i P Rrxsďd, und da laut (10¨1) ϕpfq “
řd
i“0 α

1
ix
i mit α1i “

řd
j“i

`

j
i

˘

aj´iαj für alle
i P t0, 1, . . . , du, erhalten wir

ϕ̃pαq “ α1 “ p
řd
j“i

`

j
i

˘

aj´iαjq
d`1
i“0 .

Beachte nun, dass
řd
j“i

`

j
i

˘

aj´iαj “
řd
j“i Cijαj “

řd
j“0 Cijαj “ das i-te Element vonC ¨ α

für alle i P t0, 1, . . . , d` 1u, da Cij “ 0 für 0 ď j ă i. Darum gilt ϕ̃pαq “ C ¨ α “ ϕCpαq für alle
α P Rd`1. Also, ϕ̃ “ ϕC . Darum ist ϕ wie oben erklärt linear. �
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(b) Laut Teil (a) ist ϕ linear, und somit hat ϕ eine (eindeutige) Matrizendarstellung MB
B pϕq P Rpd`1qˆpd`1q.

Wir haben dies im 2. Ansatz im Allgemeinen explizit ausgerechnet (siehe die Konstruktion von C in
diesem Beweis). Für d “ 4 ist dies nun

MB
B pϕq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

p 0
0 q a

0 p 1
0 q a

1 p 2
0 q a

2 p 3
0 q a

3 p 4
0 q a

4

0 p 1
1 q a

0 p 2
1 q a

1 p 3
1 q a

2 p 4
1 q a

3

0 0 p 2
2 q a

0 p 3
2 q a

1 p 4
2 q a

2

0 0 0 p 3
3 q a

0 p 4
3 q a

1

0 0 0 0 p 4
4 q a

0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 a a2 a3 a4

0 1 2a 3a2 4a3

0 0 1 3a 6a2

0 0 0 1 4a
0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Als Alternative können wir (davon ausgehend, dass ϕ linear ist) einfach die Abbildung auf die Basisele-
mente anwenden, diese wiederum in Bezug auf die Basis umschreiben und daraus die Darstellungsmatrix
ablesen:

ϕpx0q “ px` aq0 “ 1 ¨ x0 –

˜

1
0
0
0
0

¸

ϕpx1q “ px` aq1 “ a ¨ x0 ` 1 ¨ x1 –

˜

a
1
0
0
0

¸

ϕpx2q “ px` aq2 “ a2 ¨ x0 ` 2a ¨ x1 ` 1 ¨ x2 –

˜

a2

2a
1
0
0

¸

ϕpx3q “ px` aq3 “ a3 ¨ x0 ` 3a2 ¨ x1 ` 3a ¨ x2 ` 1 ¨ x3 –

˜

a3

3a2

3a
1
0

¸

ϕpx4q “ px` aq4 “ a4 ¨ x0 ` 4a3 ¨ x1 ` 6a2 ¨ x2 ` 4a ¨ x3 ` 1 ¨ x4 –

¨

˝

a4

4a3

6a2

4a
1

˛

‚

Wenn wir diese Spalten in eine Matrix aufführen, ergibt sich genau die o. s. Matrizendarstellung von ϕ.

Bemerkung. Als kleine Bestätigung, dass dies "nicht offensichtlich falsch! sei, beachte, dass sich diese
Matrix der Identitätsmatrix (– Identitätsabbbildung) nähert als a ÝÑ 0 in R, was zu erwarten ist.
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Übungsserie 11

Woche 11

ACHTUNG. Diese Lösungen dienen nicht als Musterlösungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 11¨1

(a) Sei A :“

ˆ

1 2 3 4
2 5 4 11
´1 ´2 ´2 1
1 3 2 13

˙

, eine mˆ n-Matrix über dem Körper Q, mit m “ n “ 4. Um zu bestimmen,

ob A invertierbar ist, bestimmen wir die Zeilenstufenform. Dabei augmentieren wir A mit der 4ˆ 4-
Identitätsmatrix, um im Falle der Invertierbarkeit das Inverse von A mit zu rechnen.

¨

˚

˚

˚

˝

1 2 3 4 1 0 0 0

2 5 4 11 0 1 0 0

´1 ´2 ´2 1 0 0 1 0

1 3 2 13 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

Z2ÐßZ2´2¨Z1
Z3ÐßZ3`Z1
Z4ÐßZ4´Z1
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˚

˚

˝

1 2 3 4 1 0 0 0

0 1 ´2 3 ´2 1 0 0

0 0 1 5 1 0 1 0

0 1 ´1 9 ´1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

Z1ÐßZ1´2¨Z2
Z4ÐßZ4´Z2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 7 ´2 5 ´2 0 0

0 1 ´2 3 ´2 1 0 0

0 0 1 5 1 0 1 0

0 0 1 6 1 ´1 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

Z1ÐßZ1´7¨Z3
Z2ÐßZ2`2¨Z3
Z4ÐßZ4´Z3
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 ´37 ´2 ´2 ´7 0

0 1 0 13 0 1 2 0

0 0 1 5 1 0 1 0

0 0 0 1 0 ´1 ´1 1

˛

‹

‹

‹

‚

Z1ÐßZ1`37¨Z4
Z2ÐßZ2´13¨Z4
Z3ÐßZ3´5¨Z4
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0 ´2 ´39 ´44 37

0 1 0 0 0 14 15 ´13

0 0 1 0 1 5 6 ´5

0 0 0 1 0 ´1 ´1 1

˛

‹

‹

‹

‚

Also gilt RangpAq “ 4 “ m “ n. Darum ist A invertierbar.

Der o. s. Berechnung zufolge gilt insbesondere A´1 “

ˆ

´2 ´39 ´44 37
0 14 15 ´13
1 5 6 ´5
0 ´1 ´1 1

˙

.

(b) Sei A :“
´

0 0 1
1 0 0
0 1 0

¯

. Zu bestimmen: Eine Darstellung von A als Produkt aus Elementarmatrizen des III.

Typs. Ansatz: Wir bestimmen mittels Zeilenoperationen Elementarmatrizen, E1, E2, . . . , EN , vom Typ
III so dass En ¨ . . . ¨ E2 ¨ E1 ¨A “ I, wobei I “ die 3ˆ 3-Identitätsmatrix, und daraus erhalten wir die
Darstellung, A “ E´1

1 ¨ E´1
2 ¨ . . . ¨ E´1

N . Man beachte dabei, dass das Inverse einer Elementarmatrix III.



Typs wiederum eine Elementarmatrix III. Typs bleibt.

Zeilenoperationen:
¨

˝

0 0 1
1 0 0
0 1 0

˛

‚

E1:“S1,2p`1q
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

1 0 1
1 0 0
0 1 0

˛

‚

E2:“S2,1p´1q
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

1 0 1
0 0 ´1
0 1 0

˛

‚ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
E3:“S1,2p`1q
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

1 0 0
0 0 ´1
0 1 0

˛

‚

E4:“S2,3p`1q
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

1 0 0
0 1 ´1
0 1 0

˛

‚ ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨
E5:“S3,2p´1q
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

1 0 0
0 1 ´1
0 0 1

˛

‚

E6:“S2,3p`1q
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚.

Also gilt E6 ¨ . . . ¨ E2 ¨ E1 ¨A “ I. Daraus erhalten wir die Darstellung:

A “ pE6 ¨ . . . ¨ E2 ¨ E1q
´1

“ E´1
1 ¨ E´1

2 ¨ . . . ¨ E´1
6 (siehe [Sin20, Lemma 4.3.1(7) od. Lemma 6.3.2])

“ S1,2p`1q´1 ¨ S2,1p´1q´1 ¨ S1,2p`1q´1 ¨ S2,3p`1q´1 ¨ S3,2p´1q´1 ¨ S2,3p`1q´1

“ S1,2p´1q ¨ S2,1p`1q ¨ S1,2p´1q ¨ S2,3p´1q ¨ S3,2p`1q ¨ S2,3p´1q .
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Aufgabe 11¨2

Seien m,n P N und K ein Körper und A eine mˆ n-Matrix. Wir betrachten die kanonisch definierte linea-
re Abbildung, ϕA : Kn Ñ Km, x ÞÑ Ax, und wollen [Sin20, Korollar 6.3.15] hier beweisen. Zunächst aber
machen wir ein paar allgemeine Beobachtungen.

Beobachtung 11¨1 Per Definition und laut [Sin20, Lemma 5.4.7] gilt RangpAq
Defn
“ ZeilenrangpAq “

SpaltenrangpAq. Folglich gelten stets RangpAq ď m und RangpAq ď n. ♦

Beobachtung 11¨2 Laut [Sin20, Korollar 6.3.13] gilt RangpϕAq
Defn
“ dimpBildpϕAqq “ RangpAq. ♦

(a)

Behauptung. ϕA ist injektiv ô RangpAq ě n. ♦

Beweis. Für diesen Beweis machen wir von der Dimensionsformel für lineare Abbildungen (siehe [Sin20,
6.1.10 Korollar]) Gebrauch. Es gilt

ϕA injektiv ðñ KernpϕAq “ t0u (siehe [Sin20, Lemma 6.1.4(1)])
(˚)
ðñ dimpKernpϕAqq “ 0

Dimensionsformel
ðñ dimpKnq ´ dimpRangpϕAqq “ 0

ðñ dimpRangpϕAqq “ n

ðñ RangpAq “ n (siehe Beobachtung 11¨2)

ðñ RangpAq ě n.

Hierbei gilt (˚), da KernpϕAq ein linearer Unterraum von Kn ist, und da dimpUq “ 0 ô U “ t0u für
alle linearen Unterräume, U Ď Kn. Und die letzte doppelte Implikation gilt, weil laut Beobachtung 11¨1
RangpAq ď n stets gilt. Den o. s. doppelten Implikationen zufolge gilt die Behauptung. �

(b)

Behauptung. ϕA ist surjektiv ô RangpAq ě m. ♦

Beweis. Da ϕA linear ist, ist U :“ BildpϕAq ein linearer Unterraum von Km (siehe [Sin20, Lem-
ma 6.1.3]). Laut [Sin20, Satz 5.4.3(1)], da U Ď Km ein linearer Unterraum eines endlichdimensionalen
Vektorraumes ist, gilt U “ Km ô dimpUq “ dimpKmqp“ mq. Darum gilt

ϕA surjektiv
Defn
ðñ BildpϕAq “ Km

ðñ U “ Km

ðñ dimpUq “ m
ðñ dimpBildpϕAqq “ m
ðñ RangpAq “ m (siehe Beobachtung 11¨2).

Da laut Beobachtung 11¨1 RangpAq ď m stets gilt, wissen wir außerdem, dass RangpAq “ m ô

RangpAq ě m. Laut der o. s. Implikationen gilt also ϕA ist surjektiv ô RangpAq “ m ô RangpAq ě m.
Also gilt die Behauptung. �

(c)

Behauptung. ϕA ist bijektiv ô RangpAq “ m “ n. ♦

Beweis. (ùñ). Angenommen, ϕA sei bijektiv. Das heißt, ϕA ist injektiv und surjektiv. Aus den anderen
Teilaufgaben folgt RangpAq ě maxtm,nu. Darum gilt maxtm,nu ď RangpAq ď mintm,nu (siehe
Beobachtung 11¨1). Folglich gelten m “ n und RangpAq “ m “ n.

(ðù). Aus RangpAq “ m “ n folgen RangpAq ě m und RangpAq ě n. Laut der anderen Teilaufgaben
ist ϕA somit injektiv und surjektiv, also bijektiv. �
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Aufgabe 11¨3

(a)

Behauptung. Seien n P N und K ein Körper. Seien A,B nˆ n-Matrizen über K. Falls AB “ I,
so gilt BA “ I. ♦

Beweis. Aus AB “ I, folgt

ϕBpxq “ ϕBpx
1q ùñ Bx “ Bx1 ùñ x “ Ix “ ABx “ ABx1 “ Ix1 “ x1

für alle x, x1 P Kn. Darum ist ϕB injektiv. Da ϕB : Kn Ñ Kn eine injektive lineare Abbildung zwischen
zwei endlich dimensionalen Räumen der gleichen Dimension, gilt laut [Sin20, Korollar 6.1.11], dass ϕB
auch surjektiv und somit bijektiv ist. Darum existiert eine eindeutige (lineare) Abbildung, ρ : Kn Ñ Kn,
so dass (:) ρ ˝ ϕB “ ϕB ˝ ρ “ id. Daraus folgt, dass ϕA “ ρ, da

ϕA “ ϕA ˝ id
p:q
“ ϕA ˝ pϕB ˝ ρq “ p ϕA ˝ ϕB

looomooon

“ϕAB“ϕI“id

q ˝ ρ “ id ˝ ρ “ ρ.

Darum gilt ϕBA “ ϕB ˝ ϕA “ ϕB ˝ ρ
p:q
“ id “ ϕI, woraus sich BA “ I ergibt. �

(b)

Behauptung. Seien r, n P N und K ein Körper. Seien A eine nˆ n-Matrix über K mit Ar “ 0.
Dann ist I´A invertierbar. ♦

Beweis. Laut Teil (a) reicht es aus, eine nˆ n-Matrix, B, zu finden, so dass pI ´ AqB “ I. Wir

untersuchen B :“
r´1
ÿ

i“0

Ai , wobei wir hier A0 :“ I festlegen.a Es gilt

AB “ pI´Aq
řr´1
i“0 A

i

“
řr´1
i“0 A

i ´A
řr´1
i“0 A

i

“
řr´1
i“0 A

i ´
řr´1
i“0 AA

i

“
řr´1
i“0 A

i ´
řr´1
i“0 A

i`1

“
řr´1
i“0 A

i ´
řr
i“1A

i

“ A0 ´Ar (Teleskopsumme)

“ I´ 0 (per Voraussetzung).

Darum gilt pI´AqB “ I und damit laut Teil (a) BpI´Aq “ I. Insbesondere ist I´A invertierbar, und
zwar durch B. �

aDiese Definition ist nicht willkürlich, sondern zielführend, um algebraische Identitäten wie etwa das Additionsgesetz für
Exponenten zu garantieren.
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Bonusaufgabe 11¨4

(a) f : R4 Ñ R2, px1, x2, x3, x4q ÞÑ px2, x4q über dem Körper R ist linear , da f “ ϕA mit A “ p 0 1 0 0
0 0 0 1 q.

(b) f : C3 Ñ C3, px1, x2, x3q ÞÑ px2, x4q über dem Körper C ist linear , da f “ ϕA mit A “
´

2 0 0 ı
´1 0 0 0
0 0 3´2ı 1

¯

.

(c) f : Q2 Ñ Q3, px1, x2q ÞÑ px1`x2, 1, x1q über dem Körper Q ist nicht linear , weil fp0q “ p0, 1, 0q ‰ 0,
während fp0q “ 0 für lineare Abbildungen gelten muss (siehe [Sin20, Lemma 6.1.2]).

(d) f : RÑ R, x ÞÑ
?

2 ¨ x über dem Körper R ist linear , da f hier nichts anders als Skalarmultiplikation
ist, und Skalarmultiplikation ist linear.

(e) f : R Ñ R, x ÞÑ x2 über dem Körper R ist nicht linear , da bspw. fp3q “ 9 ‰ 3 ¨ 1 “ 3 ¨ fp1q, d. h.,
das Homogenitätsaxiom ist offensichtlich verletzt.

(f) f : F2 Ñ F2, x ÞÑ x2 über dem Körper F2 ist gleich der Identitätsabbbildung, da x2 “ x für alle x P F2.

Damit ist f trivialerweise linear .

(g) f : Q2 Ñ Q2, px1, x2q ÞÑ px1x2, x1 ` x2q über dem Körper R ist nicht linear , da bspw. fp3, 3q “
p9, 6q ‰ 3 ¨ p1, 2q “ 3 ¨ fp1, 1q, d. h., das Homogenitätsaxiom ist offensichtlich verletzt.
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Bonusaufgabe 11¨5

Sei A :“
´

11 ´5 4 6
´15 7 ´6 ´8

2 ´1 1 1

¯

, eine mˆ n-Matrix über dem Körper Q, mit m “ n “ 4. Unser Ziel besteht darin,

invertierbare Matrizen, P P Qmˆm und Q P Qnˆn, zu bestimmen, so dass P ¨A ¨Q “
`

1r 0
0 0

˘

wie in [Sin20,
Satz 6.3.10]. Um eine Möglichkeit für P zu bestimmen, berechnen wir die Zeilenstufenform der augmentieren
Matrix pA|Iq, und entnehmen aus der rechten Hälfte P .

¨

˚

˝

11 ´5 4 6 1 0 0

´15 7 ´6 ´8 0 1 0

2 ´1 1 1 0 0 1

˛

‹

‚

Z2Ðß15¨Z1`11¨Z2
Z3Ðß2¨Z1´11¨Z3
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˝

11 ´5 4 6 1 0 0

0 2 ´6 2 15 11 0

0 1 ´3 1 2 0 ´11

˛

‹

‚

Z1Ðß5¨Z2`2¨Z1
Z4ÐßZ2´2¨Z3
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˝

22 0 ´22 22 77 55 0

0 2 ´6 2 15 11 0

0 0 0 0 11 11 22

˛

‹

‚

Z1ÐßZ1:11
Z3ÐßZ3:11
ÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˝

2 0 ´2 2 7 5 0

0 2 ´6 2 15 11 0

0 0 0 0 1 1 2

˛

‹

‚

Setze also P :“
´

7 5 0
15 11 0
1 1 2

¯

. Unter dieser Wahl gilt P ¨ A “ linke Hälfte der letzten Matrix in der o. s.

Berechnung.

Um nun Q zu bestimmen, führen wir den gleichen Ansatz auf pP ¨AqT aus, bis die erwünschte (transponierte)
Form erreicht ist. D. h., wir starten jetzt mit

`

pP ¨AqT |I
˘

, reduzieren, und zum Schluss entnehmen wir Q als
die transponierte rechte Hälfte des Resultates:

¨

˚

˚

˚

˝

2 0 0 1 0 0 0

0 2 0 0 1 0 0

´2 ´6 0 0 0 1 0

2 2 0 0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

Z3ÐßZ3`Z1
Z4ÐßZ4´Z1
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˚

˚

˝

2 0 0 1 0 0 0

0 2 0 0 1 0 0

0 ´6 0 1 0 1 0

0 2 0 ´1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

Z3ÐßZ3`3¨Z2
Z4ÐßZ4´Z2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˚

˚

˝

2 0 0 1 0 0 0

0 2 0 0 1 0 0

0 0 0 1 3 1 0

0 0 0 ´1 ´1 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

Z1ÐßZ1:2
Z2ÐßZ2:2
ÝÝÝÝÝÝÑ

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 1{2 0 0 0

0 1 0 0 1{2 0 0

0 0 0 1 3 1 0

0 0 0 ´1 ´1 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

Setze also Q :“

˜

1{2 0 1 ´1
0 1{2 3 ´1
0 0 1 0
0 0 0 1

¸

. Der o. s. Berechnung zur Folge gilt QT ¨ pP ¨ AqT “
`

1r 0
0 0

˘

und damit

sollte P ¨A ¨Q “
`

1r 0
0 0

˘T
“
`

1r 0
0 0

˘

gelten. Wir prüfen dies und erhalten:

P ¨A ¨Q “

¨

˝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

˛

‚.

Darum sind P,Q in der Tat passende invertierbare Matrizen, so dass P ¨A ¨Q der erwünschten Form ist.
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TEIL II

Selbstkontrollenaufgaben



SKA Blatt 4

Woche 4

SKA 4¨1

Seien X, Y nicht leere Mengen. Einer Abbildung, f : X Ñ Y , können wir eindeutig die Relation Gphpfq :“
tpx, yq P X ˆ Y | fpxq “ yu zuordnen. Dies nennt sich der Graph von f (siehe [Sin20, §2.3]—dort wird
dies mit Γf bezeichnet). Hier ist Gphpfq also eine Relation auf X ˆ Y . In der Tat setzen manche Werke
Funktionen mit ihrem Graphen gleich (siehe bspw. [Jec97, S.11]), aber dies ist streng genommen nicht die
ganze Wahrheit.

SKA 4¨2

Hinweis: Hier scheint im Punkt (ii) etwas verwechselt worden zu sein.

Seien M , N Mengen und R ĎM ˆN .

Behauptung 4¨1 Angenommen, R erfülle folgende Eigenschaften:

(i) @x PM : Dy P N : px, yq P R

(ii) @x PM : @y, y1 P N : px, yq, px, y1q P Rñ y “ y1

Dann existiert eine (notwendigerweise eindeutige) Funktion, f : M Ñ N , so dass Gphpfq “ R. ♦

Beweis. Wir definieren f : M Ñ N durch

fpxq “ y

für px, yq P R. Offensichtlich gilt Gphpfq “ tpx, yq PM ˆN | fpxq “ yu “ tpx, yq PM ˆN | px, yq P
Ru “ R.

Zu zeigen: (1) f ist überall definiert; (2) f ist wohldefiniert.

:::::::::::::::
Überall definiert: Sei x PM . Zu zeigen: fpxq “ y für ein y P N .

Eigenschaft besagt, dass ein y PM existiert, so dass px, yq P R. Per Konstruktion erhalten
wir, dass fpxq “ y gilt.

::::::::::::::::
Wohldefiniertheit: Seien x PM und y, y1 P N . Angenommen, fpxq “ y und fpxq “ y1.

Zu zeigen: y “ y1.
Aus fpxq “ y und fpxq “ y1 folgt px, yq, px, y1q P R per Konstruktion von f .
Eigenschaft besagt, dass y “ y1.

Darum ist f eine Abbildung zwischen M und N und Gphpfq “ R. �

SKA 4¨3

Sei X “ ta, b, cu und betrachte die binäre Relation, pPpXq,ďq, definiert durch

A ď B ðñ X zA Ď X zB

für A,B P PpXq.



Behauptung. pPpXq,ďq ist eine partielle Ordnung (auch "Halbordnung! genannt). ♦

Es gibt nun 3 Ansätze, um dies zu zeigen.

Beweis (Ansatz I). Beobachte, dass für A,B P PpXq

A ď B
Defn
ðñ X zA Ď X zB
ùñ X z pX zAq Ě X z pX zBq
ùñ A Ě B, da A,B Ď X
ùñ X zA Ď X zB
Defn
ðñ A ď B,

also A ď B ô A Ě B. Darum kann pPpXq,ďq mit pPpXq,Ěq identifiziert werden. Letzteres ist bekannter-
maßen eine Halbordnung. � (Ansatz I)

Beweis (Ansatz II). Im konkreten Falle von X “ ta, b, cu können wir die Relation durch ein Hasse-
Diagramm skizzieren:

X

ta, bu ta, cu tb, cu

tau tbu tcu

∅

Man sieht, dass dies einen Verband und damit insbesondere eine Halbordnung bildet. � (Ansatz II)

Beweis (Ansatz III). Wir gehen die Axiome einer Halbordnung durch:

::::::::::
Reflexivität: Sei A P PpXq beliebig. Zu zeigen: A ď A.

Offensichtlich gilt X zA Ď X zA.
Per Konstruktion gilt also A ď A.

:::::::::::::
Antisymmetrie: Seien A,A1 P PpXq beliebig.

Zu zeigen: A ď A1 und A1 ď A ñ A “ A1.
Es gilt

A ď A1 undA1 ď A ðñ X zA Ď X zA1 undX zA1 Ď X zA (per Konstruktion)
ùñ X zA “ X zA1 (per Definition von Mengengleichheit)
ùñ A “ A1, da A,A1 Ď X.

:::::::::::
Transitivität: Seien A,A1, pa2, b2q P PpXq beliebig.

Zu zeigen: A ď A1 und A1 ď A2 ñ A ď A2.
Es gilt

A ď A1 undA1 ď A2 ðñ X zA Ď X zA1 undX zA1 Ď X zA2 (per Konstruktion)
ùñ X zA Ď X zA2

ðñ A ď A2 (per Konstruktion).

Darum erfüllt pPpXq,ďq die Axiome einer Halbordnung. � (Ansatz III)

SKA 4¨4

Betrachten wir die Halbordnung aus [Sin20, Beispiel 2.4.2(2)]. Es sei also C “ ta, b, cu und die durch folgendes
Hasse-Diagramm dargestellte Ordnungsrelation auf PpCq:
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C

ta, bu ta, cu tb, cu

tau tbu tcu

∅

Wenn wir das Element ∅ von PpCq entfernen sieht die Struktur folgendermaßen aus

C

ta, bu ta, cu tb, cu

tau tbu tcu

Offensichtlich hat pPpCq z t∅u,Ďq kein kleinstes Element. Die Menge der minimalen Elementen ist durch
ttau, tbu, tcuu gegeben. Also gibt es 3 minimale Elemente.

SKA 4¨5

Sei W die Menge aller Wörter und Σ die Menge aller Buchstaben. O. E. können wir annehmen, dass jedes
Wort w PW der Länge |w| ě 2 ist. (In Sprachen wie Englisch, Russisch, usw. ist dies nicht der Fall, aber wir
könnten diese trivialen Wörter einfach ausschließen.)

Betrachten wir die Relation pW,„q gegeben durch

w „ w1 :ðñ fpwq “ fpwq, (4¨1)

wobei f : W Ñ Σ die Abbildung mit fpwq “ 1. Buchstabe in w für alle w PW ist.

Dann per Konstruktion reduziert f die Relation pW,„q auf pΣ,“q. Aufgrund dessen und da pΣ,“q eine
Äquivalenzrelation ist, ist pW,„q automatisch eine Äquivalenzrelation auch.

Eigentlich spielt est keine Rolle, wie die Funktion, f , aussieht. Solange die Reduktion (4¨1) gilt, bleibt pW,„q
eine Äquivalenzrelation. Dies gilt also insbesondere ebenfalls, wenn f den zweitletzten Buchstaben von Wörtern
berechnet.

SKA 4¨6

(a)
ř6
i“2p´1qii2 “ p´1q2 ¨ 22 ` p´1q3 ¨ 32 ` p´1q4 ¨ 42 ` p´1q5 ¨ 52 ` p´1q6 ¨ 62

“ 4´ 9` 16´ 25` 36 “ 22

(b)
ś4
j“1p2j ´ 1q “ p2 ¨ 1´ 1q ` p2 ¨ 2´ 1q ` p2 ¨ 3´ 1q ` p2 ¨ 4´ 1q

“ 1´ 3` 5´ 7 “ ´4

SKA 4¨7

Behauptung 4¨2 Bezeichne mit Φpnq die Aussage
řn
i“1p´1qii2 “ p´1qn 1

2npn` 1q. (4¨2)

Dann gilt @n P N : Φpnq. ♦

Beweis. Wir zeigen Behauptung 4¨2 stumpf per Induktion.

::::::::::::::::
Induktionsanfang: Sei n “ 1. Dann
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řn
i“1p´1qii2 “ p´1q112 “ ´1

p´1qn 1
2npn` 1q “ p´1q1 1

2 ¨ 1 ¨ p1` 1q “ ´1

Also gilt (4¨2). Also gilt Φp1q.

:::::::::::::::::::::::
Induktionsvoraussetzung: Sei n ą 1. Angenommen, Φpn´ 1q gilt.

::::::::::::::::
Induktionsschritt: Zu zeigen: Φpnq gilt, d. h. Gleichung (4¨2) gilt.

Es gilt
řn
i“1p´1qii2 “

řn´1
i“1 p´1qii2 ` p´1qnn2

“ p´1qn´1 1
2 pn´ 1qpn´ 1` 1q ` p´1qnn2

wegen der IV
“ p´1qn ¨ p´ 1

2npn´ 1q ` n2q

“ p´1qn ¨ p´ 1
2n

2 ` 1
2n` n

2q

“ p´1qn ¨ p 1
2n

2 ` 1
2nq

“ p´1qn 1
2npn` 1q.

Also gilt (4¨2). Also gilt Φpnq.

Also gilt @n P N : Φpnq. �

Für die Summe
řn
i“3p´1qii2 ist der Ausdruck lediglich

řn
i“3p´1qii2 “

řn
i“1p´1qii2 ´ p´1q1 ¨ 1´ p´1q222

“ p´1qn 1
2npn` 1q ´ 3

für alle n ě 3. Sollten wir dies per Induktion beweisen wollen, brauchen wir lediglich im o. s. Beweis den
Induktionsanfang auf n “ 3 zu ändern. Der Rest bleibt erhalten.

Bemerkung 4¨3 Man merkt, dass Induktion mit Deduzieren ("Ableiten!) nichts zu tun hat. Induktion ist
schließlich nur ein Werkzeug, um Behauptungen zu verifizieren. Sie verschafft uns aber keine Mittel, um auf die
Behauptungen zu kommen. In diesem konkreten Falle wurde Vorarbeit geleistet und direkt argumentiert, um
auf den Ausdruck in (4¨2) zu kommen. Ohne diese Arbeit wären wir auf diesen Ausdruck gar nicht gekommen.
In dieser Vorarbeit steckt also die eigentliche mathematische Arbeit und dies bedarf etwas Kreativität, Intuition,
usw. Häufig reicht diese Vorarbeit aber nur, um auf eine sinnvolle Behauptung zu kommen, und zum Schluss
runden wir dies mit Induktion ab, um formal die behauptete Aussage zu bestätigen. Das ist die eigentliche
Rolle von Induktion als Beweismittel. ♦

SKA 4¨8

:::::::::::::::::
Kurzes Argument:
Wenn jede Farbe jeweils auf maximal 1 Karte vorkommt, gibt es ď 4¨1 Karten. Aber 5 Karten werden gewählt.

:::::::::::::::::::::::
Ausführliches Argument:
Seien X :“ t♣,♦,♥,♠u die Menge der Farben und Y :“ t1, 2, 3, 4, 5u die Indizes der Karten. Sei
f : X Ñ PpY q die Funktion, die der Wahl entspricht, d. h.

fpxq “ ty P Y | Karte y hat Farbe xu

für alle Farben x P X.

Nun, jede Karte, y P Y , hat eine Farbe, sodass y P fpxq für ein x P X. Also Y Ď
Ť

xPX fpxq. Und per
Definition fpxq Ď Y für alle x P X. Darum

Ť

xPX fpxq Ď Y . Also

Y “
Ť

xPX fpxq

Andererseits sind die Mengen pfpxqqxPX paarweise disjunkt, da jede Karte höchstens eine Farbe hat. Also ist
pfpxqqxPX eine Partition von Y . Darum

|Y | “ |
Ť

xPX fpxq| “
ř

xPX |fpxq| ď |X| ¨maxxPX |fpxq|
ùñ maxxPX |fpxq| ě |Y |{|X| “ 5{4 ą 1
ùñ Dx P X : |fpxq| ą 1
ùñ Dx P X : |fpxq| ě 2

Nach der Definition von f heißt dies, es gibt eine Farbe, x P t♣,♦,♥,♠u, so dass ě 2 der gezogenen Karten
der Farbe x sind.
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SKA 4¨9

:::::::::::::::::
Kurzes Argument:
Wenn jeder Kalendartag jeweils von maximal 17 Studierenden gefeiert wird, gibt es ď 366 ¨ 17 “ 6222
Studierende. Aber es gibt ě 7000 Studierende.

:::::::::::::::::::::::
Ausführliches Argument:
Seien X “ t1. Jan, 2. Jan, . . . , 31. Dezu die Menge der Kalendartage und
Y “ tx | x ein/e Studierende/r an der Uni Leipzigu. Sei f : X Ñ PpY q die Funktion, die der Wahl
entspricht, d. h.

fpxq “ ty P Y | Studierende/r y hat am Tag x Geburtstagu

für alle Kalendartage x P X.

Nun, jede/r Studierende/r, y P Y , hat einen Geburtstag, sodass y P fpxq für ein x P X. Also Y Ď
Ť

xPX fpxq.
Und per Definition fpxq Ď Y für alle x P X. Darum

Ť

xPX fpxq Ď Y . Also

Y “
Ť

xPX fpxq

Andererseits sind die Mengen pfpxqqxPX paarweise disjunkt, da jede/r Studierende/r höchstens einen Ge-
burtstag hat. Also ist pfpxqqxPX eine Partition von Y . Darum

|Y | “ |
Ť

xPX fpxq| “
ř

xPX |fpxq| ď |X| ¨maxxPX |fpxq|
ùñ maxxPX |fpxq| ě |Y |{|X| ě 7000{366 ą 19
ùñ Dx P X : |fpxq| ą 19
ùñ Dx P X : |fpxq| ě 20

Nach der Definition von f heißt dies, es gibt einen Kalendartag, x P t1. Jan, 2. Jan, . . . , 31. Dezu, so dass
mindestens 20 Studierende x als Geburtstag feiern. Insbesondere gibt es 18 Menschen, die den gleichen
Geburtstag feiern.

SKA 4¨10

Behauptung 4¨4 Bezeichne mit Φpnq die Aussage

• Für alle endlichen Mengen, E1, E2, . . . , En, gilt |
śn
i“1Ei| “

śn
i“1 |Ei|.

Dann gilt @n P N : Φpnq. ♦

Beweis. Wir zeigen dies per Induktion mit den Fällen n ď 2 als Induktionsanfang.

::::::::::::::::
Induktionsanfang: Sei n “ 1. Dann für alle Mengen, E1

|
ś1
i“1Ei| “ |E1| “

ś1
i“1 |Ei|

Also gilt Φp1q.

Sei n “ 2. Laut Lemma 4¨5 (siehe unten) gilt für alle endlichen Mengen E1, E2

|
ś2
i“1Ei| “ |E1 ˆ E2| “ |E1| ¨ |E2| “

ś2
i“1 |Ei|.

Also gilt Φp2q.

:::::::::::::::::::::::
Induktionsvoraussetzung: Sei n ą 2. Angenommen, Φpn´ 1q gilt.

::::::::::::::::
Induktionsschritt: Seien E1, E2, . . . , En beliebige endliche Mengen.

Zu zeigen: |
śn
i“1Ei| “

śn
i“1 |Ei| gilt.

Es gilt

|
śn
i“1Ei| “ |

śn´1
i“1 Ei ˆ En|

“ |
śn´1
i“1 Ei| ¨ |En|, da Φp2q gilt

“
śn´1
i“1 |Ei| ¨ |En| wegen der IV

“
śn
i“1 |Ei|.

Also gilt Φpnq.

Also gilt @n P N : Φpnq. �
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Wir müssen noch den Fall für 2 Mengen beweisen.

Lemma 4¨5 Seien X, Y beliebige endliche Mengen. Dann |X ˆ Y | “ |X| ¨ |Y |. ♦

Beweis. Wir zeigen dies direkt. Seien m :“ |X| und n :“ |Y |. Wegen Endlichkeit liegen m,n in N0.

Falls m “ 0 oder n “ 0, so gilt X “ ∅ oder Y “ ∅ und damit

|X ˆ Y | “ |∅| “ 0 “ m ¨ n “ |X| ¨ |Y |.

Beschränken wir uns also auf den Famm m,n ą 0. Per Definition von Kardinalität (siehe [Sin20, §3.3,
S.54]) existieren also Bijektionen

f : t0, 1, . . . ,m´ 1u Ñ X,
g : t0, 1, . . . , n´ 1u Ñ Y.

(Wir fangen aus praktischen Gründen mit 0 statt 1 an.)
Definiere nun

h : t0, 1, . . . ,mn´ 1u ÞÑ X ˆ Y
: k ÞÑ pfpmodpk,mqq, gprk{msqq,

wobei r¨s : RÑ Z die Gaußklammerfunktion, die reelle Zahlen abrundet.
Zu zeigen: h ist eine wohldefinierte Bijektion.

::::::::::::::::
Wohldefiniertheit: Für alle k P t0, 1, . . . ,mn ´ 1u gilt i :“ modpk,mq P t0, 1, . . . ,m ´ 1u “

dompfq und j :“ rk{ms P t0, 1, . . . , n ´ 1u “ dompgq, sodass fpiq P X und gpjq P Y und
damit hpkq “ pfpiq, gpjqq P X ˆ Y .

:::::::::::
Injektivität: Seien k1, k2 P t0, 1, . . . ,mn´ 1u beliebig. Zu zeigen: hpk1q “ hpk2q ñ k1 “ k2.

Nach [Sin20, Satz 3.4.2] existieren (eindeutige) Werte q1, q2 P Z und
r1, r2 P t0, 1, . . . ,m´ 1u, so dass

k1 “ mq1 ` r1,
k2 “ mq2 ` r2.

(4¨3)

Daraus lässt sich ableiten, dass modpk1,mq “ r1, modpk2,mq “ r2, rk1{ms “ q1, und
rk2{ms “ q2. Darum gilt

hpk1q “ hpk2q
Defn
ðñ pfpr1q, gpq1qq “ pfpr2q, gpq2qq

ùñ fpr1q “ fpr2q und gpq1q “ gpq2q

ùñ r1 “ r2 und q1 “ q2

da f, g injektiv sind
(4¨3)
ùñ k1 “ mq1 ` r1 “ mq2 ` r2 “ k2.

::::::::::::
Surjektivität: Sei px, yq P X ˆ Y . Zu zeigen: px, yq P Bildphq.

Wegen der Surjektivität von f, g existieren nun i P t0, 1, . . . ,m´1u und j P t0, 1, . . . , n´1u,
so dass fpiq “ x und gpjq “ y.
Setze nun k :“ mj ` i.
Dann modpk,mq “ i und rk{ms “ j, sodass hpkq “ pfpiq, gpjqq “ px, yq.
Also gilt px, yq P Bildphq.

Darum ist h ist eine wohldefinierte Bijektion, woraus sich per Definition von Kardinalität direkt ergibt,
dass |X ˆ Y | “ mn “ |X| ¨ |Y |. �

SKA 4¨11

Um ein Argument zurückzuweisen, reicht es häufig aus, das Argument einfach ausführlich aufzuschreiben.
Wir nehmen die Ausführung und formalisieren diese:

Behauptung. Bezeichne mit Gpxq, dass x ein Goldfisch ist. Für n P N bezeichne mit Φpnq folgende Aussage

• Für alle n-elementigen Mengen, X, von Fischen, wenn Dx P X : Gpxq, dann @x P X : Gpxq.

Dann @n P N : Φpnq ♦

Beweis (ungültiges Argument). Dies wird per Induktion argumentiert.
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::::::::::::::::
Induktionsanfang: Betrachte eine 1-elementige Menge, X, von Fischen.

Angenommen, ein x0 P X mit Gpx0q existiere.
Da X nur dieses eine Element enthält, gilt offensichtlich @x P X : Gpxq.

:::::::::::::::::::::::
Induktionsvoraussetzung: Sei n P N mit n ě 1. Angenommen, Φpnq gilt.

::::::::::::::::
Induktionsschritt: Sei X eine n` 1-elementige Menge von Fischen.

Angenommen, ein x0 P X mit Gpx0q existiere. Zu zeigen: Für alle x P X gilt Gpxq.
Fixiere einen anderen Fisch x1 P X z tx0u, was möglich ist, weil |X| “ n` 1 ě 2.
Setze X0 :“ X z tx1u und X1 :“ X z tx0u.
Da x1 ‰ x0, sind X0, X1 verschiedene n-elementige Mengen:

‚

x0

‚

x1

X0 X1

X

Fokussieren wir uns zunächst auf X0 (die schattierte Teilmenge).
Da X0 n-elementig ist und x0 P X0 und Gpx0q, gilt per IV (†) @x P X0 : Gpxq.

Wähle nun irgendeinen der Fische, x̃ P X0 und setze X 1 :“ X z tx̃u.
O. E. können wir x̃ :“ x0 wählen, sodass X 1 “ X1 gilt.
Die Teilmenge X1 ist nun eine n-elementige Menge mit mindestens n´ 1 Goldfischen.

Also Dx P X1 : Gpxq.

Per IV gilt also @x P X1 : Gpxq.
Daraus und aus (†) folgt @x P X : Gpxq, da ja X “ X0 YX1.

Darum gilt Φpn` 1q.

Darum gilt @n P N : Φpnq. �

Das Problem mit diesem Argument steckt im Induktionsschritt an genau dieser Stelle:

Also Dx P X 1 : Gpxq.

Im ursprünglichen Text ist dies die problematische Stelle:

Jetzt können wir aber auch einen der Goldfische rausnehmen und haben wieder ein Aquarium
mit n Fischen und mindestens einem Goldfisch.

Zurück aber zu unserer Formalisierung:
Wir haben etwas ausführlicher gezeigt, dass die Menge X 1 mindestens n ´ 1 Goldfische enthält. Wenn wir
x̃ :“ x0 wählen entspricht dies der Größe des Schnitts X0 XX1. Das Diagramm mag andeuten, dass dieser
Schnitt nicht leer ist, aber das Diagramm täuscht. Wir brauchen n ě 2, damit der Schnitt nicht leer ist. Aber
im Induktionsschritt wird nur n ě 1 vorausgesetzt.

Kurzgesagt, das heißt das Induktionsargument ist faul, weil der Schritt 1 ù 2 implizit übersprungen wird .
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SKA Blatt 5

Woche 5

SKA 5¨2

Betrachtet sei die Teilbarkeitsrelation pZ, |q. Wir prüfen, welche Axiome erfüllt sind und beurteilen aufgrund
dessen, ob es sich um eine Äquivalenzrelation, partielle Ordnung, Abbildung, usw. handelt.

:::::::::::
Reflexivität: Sei a P Z beliebig. Zu prüfen: a | a?

Es gilt a “ 1 ¨ a und 1 P Z.
Darum gilt a | a.

Also ist pZ, |q reflexiv .

::::::::::
Symmetrie: Betrachte bspw. 2, 10 P Z.

Es gilt 2 | 10 aber 10 - 2.

Darum ist pZ, |q nicht symmetrisch .

::::::::::::::
Antisymmetrie: Betrachte bspw. 2,´2 P Z.

Es gelten 2 | ´2 und ´2 | 2, aber 2 ‰ ´2.

Darum ist pZ, |q nicht antisymmetrisch .

::::::::::::
Transitivität: Seien, a, b, c P Z. Zu prüfen: (a | b und b | c) ñ a | c?

Es gilt:

a | b und b | c ðñ Dk, j P Z : c “ kb, b “ ja
ùñ Dk, j P Z : c “ pkjqa
ùñ Dm P Z : c “ ma
ðñ a | c.

Also ist pZ, |q transitiv .

:::::::::
Totalität: Betrachte bspw. 5, 7 P Z.

Dann 5 - 7, 7 - 5, und 5 ‰ 7.

Darum ist pZ, |q nicht total .

:::::::::::::
Linkstotalität: Sei a P Z. Zu prüfen: Db P Z : a | b?

Wegen Reflexivität gilt nun a | a.

Also ist pZ, |q linkstotal .

::::::::::::::::::
Rechtseindeutigkeit: Betrachte bspw. 2, 10, 100 P Z.

Es gilt 2 | 10 und 2 | 100, aber 10 ‰ 100.

Darum ist pZ, |q nicht rechtseindeutig .

Daraus folgt, dass pZ, |q weder eine Äquivalenzrelation noch eine (lineare) Ordnungsrelation noch eine partielle
Ordnungsrelation ist. Und es gibt keine Funktion f : ZÑ Z, so dass Gphpfq “ |.

Bemerkung: Man kann aber zeigen, das die Beschränkungen pN0, |q und pN, |q zusätzlich Antisymmetrie
aufweisen, sodass diese partielle Ordnungsrelationen sind.



SKA 5¨3

Seien a, b P Z mit b ą 0. Um a durch b (mit Rest) zu teilen, setzt man

q :“ ra{bs P Z
r :“ a´ b ¨ q P Z.

wobei r¨s : RÑ Z die Gaußklammerfunktion ist, die reelle Zahlen abrundet. Per Definition gilt

q ď a{b ă q ` 1

also

0 ď a´ b ¨ q ă b

Darum r P t0, 1, . . . , b´ 1u.

Um dies aber per Hand bzw. im Kopf zu machen, verwendet man iterative Algorithmen, die aus Schritten
besteht: a und b durch "einfachere! Zahlen ersetzen; mit einfacheren Zahlen teilen; Nachjustieren.

Welche Methode auch immer man anwendet hat dies mit dem Existenz-Teil des Beweises zu tun.

SKA 5¨4

Behauptung 5¨1 Es gilt

(i) ggTpa, bq “ ggTpb, aq;

(ii) ggTpa, bq “ ggTp|a|, |b|q;

(iii) ggTpa, 0q “ ggTp0, aq “ |a|, solange a ‰ 0;

(iv) ggTpca, cbq “ |c| ggTpa, bq, solange b, c ‰ 0;

für a, b, c P Z. ♦

Beweis. (i): Es gilt ggTpa, bq “ maxtd P N : d | a, bu “ maxtd P N : d | b, au “ ggTpb, aq.

(ii): Sei d, x P Z. Dann ist es einfach zu sehen, dass d | xô d | |x|.
Darum gilt ggTpa, bq “ maxtd P N : d | a, bu “ maxtd P N : d | |a|, |b|u “ ggTp|a|, |b|q.

(iii): Laut (i) reicht es aus zu zeigen ggTpa, 0q “ |a|.
Es gilt ggTpa, 0q “ maxD, wobei D :“ td P N : d | a, 0u.
(I) Setze d0 :“ |a| ą 0. Offensichtlich gilt d0 | a, 0.
(II) Für alle d P N gilt d | a ñ |ad | ě 1 (da a, d ‰ 0) ñ d ď |a| “ d0.
Daraus ergibt sich,

d0

(I)
P D Ď td P N : d | au

(II)
Ď td P N : d ď d0u

woraus sich ergibt, dass d0 ď maxD ď d0. Also ggTpa, 0q “ maxD “ d0 “ |a|.

(iv): Setze d1 :“ ggTpa, bq und d2 :“ ggTpca, cbq. Zu zeigen: d2 “ |c|d1.
Wir zeigen dies durch zwei Ungleichungen.
Es gilt

d1 | a, b ðñ Dk, j P Z : a “ kd1 und b “ jd1

ðñ Dk, j P Z : ca “ kcd1 und cb “ jcd1

ðñ Dk, j P Z : ca “ k|c|d1 und cb “ j|c|d1

da man z. B. k durch ´k ersetzen kann
ðñ |c|d1 | ca, cb

Per Maximalität von d2 unter den positiven Teilern, folgt |c|d1 ď d2 .

Andererseits existieren nach dem Lemma von Bézout u, v P Z, so dass

d1 “ ggTpa, bq “ ua` vb

woraus sich ergibt, dass
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|c|d1
d2

“ ˘u cad2 `˘v
cb
d2

looooooomooooooon

“:w

(5¨1)

Da d2 | ca, cb ist die rechte Seite von (5¨1) in Z. Und da |c|, d1, d2 ą 0, ist die linke Seite von (5¨1) strikt

positiv, sodass w ě 1 gilt. Darum |c|d1 “ w ¨ d2 ě 1 ¨ d2 . �

Bemerkung. Ohne das Lemma von Bézout ist ein Beweis vom Letzten Punkt praktisch unmachbar.

SKA 5¨5

Seien a “ 57 und b “ 21. Dann gilt a “ qb ` r, wobei q “ 2 und r “ 15 . Es gilt ggTpa, bq “ 3a und
ggTpb, rq “ 3b Also gilt ggTpa, bq “ ggTpb,modpa, bqq, genau wie [Sin20, Lemma 3.4.5] allgemein besagt.

SKA 5¨6

Für jeden Fall berechnen wir ggTpa, bq mittels des Euklidischen Algorithmus (siehe [Sin20, Satz 3.4.7]).

a b Restberechnung (symbolisch) Restberechnung (Werte)
1529 170 a “ b ¨ q1 ` r1 1529 “ 170 ¨ 8` 169

b “ r1 ¨ q2 ` r2 170 “ 169 ¨ 1` 1
r1 “ r2 ¨ q3 ` r3 169 “ 1 ¨ 169` 0

13758 21 a “ b ¨ q1 ` r1 13758 “ 21 ¨ 655` 3
b “ r1 ¨ q2 ` r2 21 “ 3 ¨ 7` 0

210 45 a “ b ¨ q1 ` r1 210 “ 45 ¨ 4` 30

b “ r1 ¨ q2 ` r2 45 “ 30 ¨ 1` 15
r1 “ r2 ¨ q3 ` r3 30 “ 15 ¨ 2` 0

1209 102 a “ b ¨ q1 ` r1 1209 “ 102 ¨ 11` 87
b “ r1 ¨ q2 ` r2 102 “ 87 ¨ 1` 15
r1 “ r2 ¨ q3 ` r3 87 “ 15 ¨ 5` 12

r2 “ r3 ¨ q4 ` r4 15 “ 12 ¨ 1` 3
r3 “ r4 ¨ q5 ` r5 12 “ 3 ¨ 4` 0

SKA 5¨7

Wir verwenden die Berechnungen aus der Tabelle in SKA 5.6.

a b Rest (symbolisch) Rest (Werte)
1529 170 r1 “ a´ 8 ¨ b 169 “ 1 ¨ a`´8 ¨ b

r2 “ b´ 1 ¨ r1 1 “ ´1 ¨ a` 9 ¨ b

13758 21 r1 “ a´ 655 ¨ b 3 “ 1 ¨ a`´655 ¨ b

210 45 r1 “ a´ 4 ¨ b 30 “ 1 ¨ a`´4 ¨ b

r2 “ b´ 1 ¨ r1 15 “ ´1 ¨ a` 5 ¨ b

1209 102 r1 “ a´ 11 ¨ b 87 “ 1 ¨ a`´11 ¨ b
r2 “ b´ 1 ¨ r1 15 “ ´1 ¨ a` 12 ¨ b
r3 “ r1 ´ 5 ¨ r2 12 “ 6 ¨ a`´71 ¨ b

r4 “ r2 ´ 1 ¨ r3 3 “ ´7 ¨ a` 83 ¨ b

aweil r “ 3 ¨ 5 und 3, 5 P P und nur 3 | 57 gilt.
bweil r “ 3 ¨ 5 und 3, 5 P P und nur 3 | 21 gilt.
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SKA 5¨8

Das Lemma von Bézout wird mittels des Euklidischen Algorithmus bewiesen.

Korollar 3.4.10 baut darauf und charakterisiert, wann zwei Zahlen teilerfremd sind.
Lemma 3.4.12 baut darauf und zeigt @i : b, ai teilerfremd ñ b,

śn
i“1 a teilerfremd.

Satz 3.4.14 baut darauf und zeigt p |
śn
i“1 ai ñ Di : p | ai für p prim.

Dieses letzte Ergebnis wird im Induktionsargument instrumentalisiert, um Primzerlegungen der Länge k, l auf
Primfaktorzerlegungen der Länge k ´ 1, l ´ 1 zu reduzieren, um das Induktionsargument voranzubringen.

Bemerkung 5¨2 In der Algebra gibt es zwei Begriffe, die bei gewöhnlichen Primzahlen, sich anwenden lassen:
Irriduzibilität und prim. Die Definition in abstrakten Kontexten von prim entspricht der Eigenschaft in [Sin20,
Satz 3.4.14], während Irriduzibilität eher sich auf die Teilbarkeit bezieht. Etwas "Zufälligerweise! handelt es
sich bei Z um eine Art von Struktur, in der diese zwei Konzepte zusammenfallen. Wie in fast allen technischen
Bereichen sollte man auf solche "Zufälligkeiten! achten: Irgendwann befindet man sich in einer Situation,
wo man feiner unterscheiden muss und es nicht mehr selbstverständlich ist, zwei Konzepte als identisch zu
behandeln. ♦

SKA 5¨10

Siehe [Sin20, Satz 3.5.1]. Hier eine Alternative:
Für r “ 0 setze man qr :“ 1 und pr :“ 0. Und für alle anderen rationalen Zahlen, r P Q z t0u, wähle

qr :“ min

Dprq
hkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkj

tn P N | qr ¨ r P Zu P N
pr :“ qr ¨ r P Z.

Da r rational ist, ist Dprq per Definition nicht leer. Darum ist die Wahl von qr und pr wohldefiniert und per
Konstruktion gilt pr{qr “ r. (Für r “ 0 gilt ebenfalls offensichtlich pr{qr “ r.) Damit haben wir die Existenz
einer kanonischen Darstellung begründet.

Stimmt dies mit der Konstruktion im [Sin20, Satz 3.5.1] überein?

Für r “ 0 gilt offensichtlich ggTppr, qrq “ 1. Für r P Q z t0u gilt d :“ ggTppr, qrq “ 1, denn sonst wäre
qr
d eine positive natürliche Zahl in Dprq, da qr

d ¨ r “
qr¨r
d “

pr
d P Z, während qr

d ă qr (strikt), was ein
Widerspruch zur Minimalität ist. Darum entspricht unserer Darstellung der im [Sin20, Satz 3.5.1].

SKA 5¨12

Behauptung (vgl. [Sin20, Satz 3.5.3]). Sei p P P eine Primzahl. Dann Ex P Q : x2 “ p. ♦

Beweis. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann existieren a P Z und b P N mit pab q
2 “ p. Wir

konstruieren nun per Rekursion eine Folge ppan, bnqqnPN Ď Zˆ N mit der Eigenschaft, dass panbn q
2 “ p

und pbnqnPN strikt monoton absteigend ist:

• Setze a0 :“ a und b0 “ b. Offensichtlich gilt per Wahl panbn q
2 “ p.

• Sei n ą 0. Angenommen, wir haben bereits ppak, bkqq
n´1
k“0 konstruiert. Aus panbn q

2 “ p folgt nun

a2
n “ pb2n. Daraus folgt p | an ¨ an und damit gilt (vgl. [Sin20, Satz 3.4.14]) p | an, weil p prim ist.

Da b2n “ p ¨ panp q
2 und da an

p P Z, erhalten wir ebenfalls p | bn ¨ bn und wiederum p | bn.

Setze also an`1 :“ an
p und bn`1 :“ bn

p . Dann wie oben gezeigt wurde, gilt an`1 P Z und bn`1 P N.

Offensichtlich gilt pan`1

bn`1
q2 “ panbn

q2 “ p. Und, da p ą 1, gilt bn`1 ă bn.

Darum funktioniert die rekursive Konstruktion. Da nun pbnqnPN Ď N eine strikt monoton absteigende
Folge ist, haben wir einen Widerspruch erreicht, weil pN,ďq eine Wohlordnungsrelation ist. �
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SKA 5¨13

Behauptung (vgl. [Sin20, Satz 3.5.5]). Seien a, b, c P R mit a ‰ 0. Dann existiert eine Nullstelle von
ax2 ` bx` c gdw. ∆ ě 0, wobei ∆ :“ b2 ´ 4ac. ♦

Beweis. Zunächst berechnen wir eine Umformung: Sei x P R. Dann

ax2 ` bx` c “ 0 ðñ 4apax2 ` bx` cq “ 0 da a ‰ 0
ðñ p2axq2 ` 2bp2axq ` b2 “ b2 ´ 4ac
ðñ p2ax` bq2 “ ∆.

(5¨2)

Falls ∆ ě 0, so existiert ein
?

∆ ě 0 mit
?

∆
2
“ ∆. Darum gilt

ax2 ` bx` c “ 0
(5¨2)
ðñ p2ax` bq2 “ ∆ ðñ 2ax` b “ ˘

?
∆ ðñ x “ ´b`

?
∆

2a

für alle x P R. Das heißt, falls ∆ ě 0, hat das Polynom reellwertige Nullstellen, und zwar sind die

Nullstellen durch t´b`
?

∆
2a u gegeben.

Falls ∆ ă 0, so existieren keine Nullstellen. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Fixiere eine Lösung
x P R und setze α :“ 2ax ` b P R. Aus (5¨2) folgt nun ∆ “ α2. Aber α2 ě 0 für alle α P R. Dies ist
ein Widerspruch. �

SKA 5¨14

Die Gruppe von Bijektionen von t1, 2u auf t1, 2u entspricht der Permutationsgruppe S2. Dies hat 2! “ 2
Elemente, die standardgemäß mit folgenden Labels bezeichnet werden:

Label Beschreibung des Elements
e Funktion, die alles fixiert
p1 2q Funktion, die 1 und 2 tauscht

Die Gruppentafel sieht folgendermaßen aus:

h
gh e p1 2q

g
e e p1 2q
p1 2q p1 2q e

Die Gruppe von Bijektionen von t1, 2, 3u auf t1, 2, 3u entspricht der Permutationsgruppe S3. Dies hat 3! “ 6
Elemente, die standardgemäß mit folgenden Labels bezeichnet werden:

Label Beschreibung des Elements
e Funktion, die alles fixiert
p2 3q Funktion, die 2 und 3 tauscht
p1 2q Funktion, die 1 und 2 tauscht
p1 2 3q Funktion, die 1 ÞÑ 2 ÞÑ 3 ÞÑ 1 abbildet
p1 3 2q Funktion, die 1 ÞÑ 3 ÞÑ 2 ÞÑ 1 abbildet
p1 3q Funktion, die 1 und 3 tauscht

Die Gruppentafel sieht folgendermaßen aus:

h
gh e p2 3q p1 2q p1 2 3q p1 3 2q p1 3q

g

e e p2 3q p1 2q p1 2 3q p1 3 2q p1 3q
p2 3q p2 3q e p1 3 2q p1 3q p1 2q p1 2 3q
p1 2q p1 2q p1 2 3q e p2 3q p1 3q p1 3 2q
p1 2 3q p1 2 3q p1 2q p1 3q p1 3 2q e p2 3q
p1 3 2q p1 3 2q p1 3q p2 3q e p1 2 3q p1 2q
p1 3q p1 3q p1 3 2q p1 2 3q p1 2q p2 3q e
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(Achtung: Tafel wurde per Code generiert, also ist die Reihenfolge möglicherweise nicht "ästhetisch!.)

SKA 5¨15

An der Tafel lässt sich leicht erkennen, ob eine Gruppe kommutativ ist: eine Gruppe, G, ist genau dann
kommutativ, wenn die Gruppentafel symmetrisch ist. Hierbei sollte man darauf achten, dass die Labels der
Elemente gar keine Rolle spielen. Um dieses Urteil leichter treffen zu können, ersetzen wir die Elemente o. E.
durch verschieden gefärbte Quadrate:

e “:

p1 2q “:

(a) S2

e “:

p2 3q “:

p1 2q “:

p1 2 3q “:

p1 3 2q “:

p1 3q “:

(b) S3

Abbildung 5.1: Gruppentafel mit Elementen durch Farben ersetzt

Nach den o. s. Tafeln ist die erste Gruppe, S2, kommutativ und die zweite, S3, nicht.
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SKA Blatt 6

Woche 6

SKA 6¨1

Betrachte die Verknüpfung pN, ˚q, die vermöge a˚b :“ ab definiert wird. Wir prüfen das Assoziativitätsgesetz.
Seien zu diesem Zwecke erstmals a, b, c P N. Dann

a ˚ pb ˚ cq “ a ˚ bc “ ab
c

,
pa ˚ bq ˚ c “ ab ˚ c “ pabqc “ abc.

(6¨1)

Darum

a ˚ pb ˚ cq “ pa ˚ bq ˚ c
(6¨1)
ðñ ab

c

“ abc

ðñ a “ 1 oder bc “ bc
ðñ a “ 1 oder bc´1 “ c.

(6¨2)

Diese analytische Untersuchung hilft uns, ein Gegenbeispiel zu finden: Seien a :“ 2, b :“ 3, c :“ 2. Dann
a ‰ 1 und bc´1 “ 31 ‰ c. Darum laut (6¨2) gilt a ˚ pb ˚ cq ‰ pa ˚ bq ˚ c.

Also erfüllt pN, ˚q das Assoziativitätsaxiom nicht.

SKA 6¨2

Die Multiplikationstabelle für pR,`, ¨q mit R “ t0, 1u ist wie folgt

` 0 1
0 0 1
1 1 0

¨ 0 1
0 0 0
1 0 1

SKA 6¨3

Betrachte t0, 1, au mit folgenden Operationen `, ¨:

` 0 1 a
0 0 1 a
1 1 a 0
a a 0 1

¨ 0 1 a
0 0 0 0
1 0 1 a
a 0 a 1

Diese Struktur ist offensichtlich isomorph zu pZ{3Z,`, ¨q mittels 0 ÞÑ 0, 1 ÞÑ 1, a ÞÑ 2. Da pZ{3Z,`, ¨q ein
Körper ist, ist pt0, 1, au,`, ¨q ebenfalls wegen des Isomorphismus ein Körper. Insbesondere sind die o. s.
definierten Operationen assoziativ.



SKA 6¨4

Behauptung. Sei K ein Körper und seien x, y P K mit xy “ 0. Dann gilt x “ 0 oder y “ 0. ♦

Beweis. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann x ‰ 0 und y ‰ 0. Darum existieren multiplikative
Inverse, x´1, y´1 P K. Aus xy “ 0 folgt dann

1 “ y´1y “ y´11y “ y´1px´1xqy “ py´1x´1qpxyq “ py´1x´1q0 “ 0.

Das ist ein Widerspruch! �

Bemerkung. Wir haben hier den Satz @a P K : a ¨ 0 “ 0 (siehe [Sin20, Satz 4.2.2]) in Anspruch genommen.

SKA 6¨5

Sei R “ Z{6Z versehen mit Addition und Multiplikation modulo 6.
Beachte: das additive Neutralelement ist die Äquivalenzklasse r0s.
Für x “ r2s und y “ r3s gilt x, y ‰ r0s und aber xy “ r2 ¨ 3s “ r6s “ r0s.

Bemerkung. Wir nennen solche Elemente Nullteiler.

SKA 6¨6

(a) z1 :“
2ı

5´ 3ı
“

2ı ¨ p5` 3ıq

52 ` 32
“
´6` 10ı

34
“ ´ 3

17 ` ı
5
17

ùñ Repz1q “ ´
3
17 , Impz1q “

5
17 .

z2 :“
3´ 2ı

1` 2ı
“
p3´ 2ıq ¨ p1´ 2ıq

12 ` 22
“
p3` p´2qp´2qı2qq ` p´6`´2qı

5
“
p3´ 4q ` ´8ı

5
“ ´ 1

5 ` ı
8
5

ùñ Repz2q “ ´
1
5 , Impz2q “

8
5 .

(b)

Gaußverfahren angewandt auf pA|bq:
ˆ

1` ı 1 0
´2 2´ ı 1

˙

Wende die Zeilentransformation Z1 ø p1´ ıq ¨ Z1 an:
ˆ

2 1´ ı 0
´2 2´ ı 1

˙

Wende die Zeilentransformation Z2 ø Z2 ` Z1 an:
ˆ

2 1´ ı 0
0 3´ 2ı 1

˙

Aus der Stufenform erschließt sich

y “ 1
3´2ı “ 3`2ı

32`22 “ 3`2ı
13

x “ 1
2 p´p1´ ıqyq “ ´ 1

2
3´ı
13 “ ´3`ı

26 .

SKA 6¨7

(a) Es gilt 4 ¨ 7 ” ´1 ¨ 2 ” ´2 ” 3 modulo 5.

(b) Es gilt 2100031 ” p´1qungerade Zahl ” ´1 ” 2 modulo 3.
Es gilt 2100302 ” p´1qgerade Zahl ” 1 modulo 3.
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(c) Für Z{5Z ist die Menge an Möglichkeiten klein, sodass wir per brute force das Inverse von 3 bestimmen
können:

n 0 1 2 3 4

3 ¨ n 0 3 1 4 2

Darum gilt 3 ¨ 2 ” 1 modulo 5, sodass 3´1 “ 2 in Z{5Z.

Für den Fall Z{103Z gibt es deutlich mehr Möglichkeiten, sodass es ein Versuch durch rohe Gewalt nicht
mehr sinnvoll ist. Darum wenden wir das Lemma von Bézout an und lesen das Resultat daraus.

Zur Erinnerung: Durch den Euklidischen Algorithmus auf pa :“ 103, b :“ 21q angewandt erhalten wir
ganze Zahlen, u, v P Z, so dass u ¨ 103` v ¨ 21 “ ggTp103, 21q gilt. Da aber 103 P P und 1 ă 21 ă 103,
gilt ggTp103, 21q “ 1, sodass die o. s. Identität 1 ” u ¨ 103` v ¨ 21 ” 0` v ¨ 21 modulo 103 liefert, was
wiederum bedeutet, dass 21´1 “ v in Z{103Z.

Zunächst führen wird also den Euklidischen Algorithmus auf a “ 103 und b “ 21 aus:

Restberechnung (symbolisch) Restberechnung (Werte)
a “ b ¨ q1 ` r1 103 “ 21 ¨ 4` 19
b “ r1 ¨ q2 ` r2 21 “ 19 ¨ 1` 2

r1 “ r2 ¨ q3 ` r3 19 “ 2 ¨ 9` 1
r2 “ r3 ¨ q4 ` r4 2 “ 1 ¨ 2` 0

Also gilt ggTp103, 21q “ 1 wie erwartet. Und jetzt kehren wir die Ausdrücke um, um die Koeffizienten
u, v zu bestimmen:

Rest (symbolisch) Rest (Werte)
r1 “ a´ 4 ¨ b 19 “ 1 ¨ a`´4 ¨ b
r2 “ b´ 1 ¨ r1 2 “ ´1 ¨ a` 5 ¨ b

r3 “ r1 ´ 9 ¨ r2 1 “ 10 ¨ a`´49 ¨ b

Darum liefert uns das Bézout Lemma 1 “ 10 ¨ a´ 49 ¨ b “ 10 ¨ 103´ 49 ¨ 21. Also gilt wie oben

21´1 “ ´49 “ 54 in Z{103Z.
(Man prüft dies: 21 ¨ 54 “ 1134 “ 103 ¨ 11` 1 ” 1 modulo 103. Also ist das Ergebnis richtig!)

(d) Wir führen das Gaußverfahren zuerst in Z durch, nur achten wir darauf, niemals mit Vielfachen von 11
oder 13 zu multiplizieren:

Gaußverfahren angewandt auf pA|bq:
ˆ

2 ´3 0
10 7 ´5

˙

Wende die Zeilentransformation Z2 ø Z2 ´ 5 ¨ Z1 an:
ˆ

2 ´3 0
0 22 ´5

˙

Wir wenden die Zeilentransformation Z1 ø 7 ¨ Z1 ` Z2 an und erhalten das äquivalente
System (†):

ˆ

14 1 ´5
0 22 ´5

˙

In Z{11Z ist das System ab (†)

LGS modulo 11:
ˆ

3 1 6
0 0 6

˙

ùñ System unlösbar , da 6 ‰ 0 in Z{11Z.
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In Z{13Z ist das System ab (†)

LGS modulo 13:
ˆ

1 1 8
0 9 8

˙

Wende die Zeilentransformationen Z1 ø 9 ¨ Z1 ´ ¨Z2 an:
ˆ

9 0 ´1
0 9 8

˙

Daraus ergibt sich die Lösung in Z{13Z:

x1 “ 9´1 ¨ ´1 “ 3 ¨ ´1 “ 10

x2 “ 9´1 ¨ 8 “ 3 ¨ 8 “ 11 .

Also ist x “ p 10
11 q die Lösung des LGS in Z{13Z.

ALso ist das LGS innerhalb Z{13Z lösbar, aber nicht innerhalb Z{11Z.

SKA 6¨8

Satz. Sei p P P eine Primzahl. Für jedes m P Z mit p -m ist die Abbildung Mm : Z{pZÑ Z{pZ, die vermöge
Mmprxsq “ rms ¨ rxsp“ rmxsq definiert wird, wohldefiniert und injektiv. Insbesondere existert ein rxs P Z{pZ,
so dass rms ¨ rxs “ r1s. ♦

Beweis. Dass diese Abbildung wohldefiniert ist, folgt aus der Wohldefiniertheit von Modularmultiplika-
tion.

:::::::::::
Injektivität:
Seien rxs, rx1s P Z{pZ. Angenommen Mmprxsq “Mmprx

1sq. Zu zeigen: rxs “ rx1s.
Aus Mmprxsq “Mmprx

1sq folgt rmxs “ rmx1s per Konstruktion der Abbildung Mm.
Per Definition der Äquivalenzklassen gilt somit mx ” mx1 modulo p.
Daraus folgt p | pmx´mx1q, also p |m ¨ px´ x1q.
Da p prim ist, gilt p |m oder p | px´ x1q (siehe [Sin20, Satz 3.4.14]).
Per Voraussetzung auf m folgt daraus, dass p | px´ x1q.
Daraus folgt x ” x1 modulo p, und somit rxs “ rx1s per Definition der Äquivalenzklassen.
Darum ist Mm injektiv.

Da nun Z{pZ endlich ist, sind injektive Abbildungen zwischen Z{pZ und sich selbst automatisch surjektiv.
Per Surjektivität existiert ein Element rxs P Z{pZ, so dass r1s “Mmprxsq “ rms ¨ rxs.
Das heißt, rms ist invertierbar innerhalb Z{pZ. �

Bemerkung. Die letzte Aussage in diesem Satz gilt auch allgemeiner: Sind n,m P Z teilerfremd, dann ist rms
innerhalb Z{nZ invertierbar. Falls n nicht prim ist, muss man sich allerdings bei der Injektivitätsargumentation
mehr bemühen. Einfacher ist also natürlich die Anwendung von dem Lemma von Bézout.
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TEIL III

Quizzes



Quiz 1

Woche 1

Behauptung. Das LGS

´x ` a ¨ y “ 3
a ¨ x ´ 4y “ 0

ist genau dann lösbar, wenn a P R z t˘2u. ♦

Beweis. Sei a P R beliebig. Wir führen das Gaußverfahren aus:

Ursprüngliches LGS pAα|bβq:
ˆ

´1 a 3
a ´4 0

˙

Wende die Zeilentransformationen Z2 ø a ¨ Z1 ` Z2 an:
ˆ

1 a 3
0 a2 ´ 4 3a

˙

Wenn a P t˘2u, ist das LGS unlösbar, da in der 2. Zeile links nur 0 Einträge stehen und rechts ˘6.
Wenn a R t˘2u, gibt es zwei Stufen und damit ist das LGS lösbar.
Also gilt die Behauptung. �



Quiz 2

Woche 2

Sei L die Gerade tv ` tw | t P Ru Ď R3, wobei

v “

´

´4
2
5

¯

, w “

´

2
´6
12

¯

.

(1) Behauptung. Der Punkt, x “
´

´3
´1
11

¯

, liegt in der Geraden, L. ♦

Beweis. Es gilt

x P L ðñ Dt P R : x “ v ` tw
ðñ Dt P R : x´ v “ tw

ðñ Dt P R :
´

1
´3
6

¯

“ t
´

2
´6
12

¯

Nun ist die letzte Aussage wahr, da der Ausdruck innerhalb des Existenzquantors offensichtlich unter
t “ 1

2 wahr ist. Darum gilt x P L. �

(2) Fixiere einen Vektor, wK P R3, der zu w normal ist. Z. B. können wir

wK “

´

3
´1
0

¯

wählen. Dann gilt 〈w,wK〉 “ 0, sodass die Vektoren normal zueinander stehen.

Nun, für x P L setze

Lx :“ tx` s ¨wK | s P Ru.

Dann gilt offensichtlich x P LX Lx.
Andererseits, da die Richtungsvektoren in den Geraden nicht linear abhängig sind, (da sie normal zuein-
ander stehen), gilt |LX Lx| ď 1.
Darum gilt LX Lx “ txu.



Quiz 3

Woche 3

(a) Behauptung. Seien X, Y beliebige Mengen und f : X Ñ Y eine Funktion. Sei B Ď Y beliebig. Dann
gilt fpf´1pBqq “ fpXq XB. Insbesondere gilt fpf´1pBqq Ď B ♦

Beweis. Für y P Y gilt

y P fpf´1pBqq ðñ Dx P f´1pBq : fpxq “ y
ðñ Dx : px P f´1pBq und fpxq “ yq
ðñ Dx : px P X und fpxq P B und fpxq “ yq
ðñ Dx P X : pfpxq P B und fpxq “ yq
ðñ Dx P X : py “ fpxq und y P Bq
ðñ pDx P X : y “ fpxqq und y P B
ðñ y P fpXq und y P B
ðñ y P fpXq XB.

Darum gilt fpf´1pBqq “ fpXq XB Ď B. �

(b) Aus (a) folgt:

• f surjektiv ùñ fpf´1pBqq “ fpXq XB “ Y XB “ B für alle B Ď Y ;

• f nicht surjektiv ùñ fpf´1pY qq “ fpXq X Y “ fpXq Ă Y (strikt).

Darum ist es notwendig und hinreichend, eine nicht-surjektive Funktion als Beispiel zu nehmen. Hier ein
minimales Beispiel X “ t0u und Y “ t1, 2u und B “ Y und f : X Ñ Y definiert durch fp0q “ 1. Dann
fpf´1pBqq “ fpf´1pY qq “ fpXq “ t1u Ă Y (strikt).



Quiz 4

Woche 4

Gegeben seien Mengen X, Y , Z, und Funktionen f : X Ñ Y und g : Y Ñ Z. Wir betrachten die Komposition
g ˝ f : X Ñ Z

‚

X

‚

Y

‚

Z

f g

(a) Behauptung. g ˝ f injektiv ñ f injektiv. ♦

Beweis. Angenommen, g ˝ f sei injektiv. Zu zeigen: f ist injektiv
Zu zeigen: Für alle x1, x2 P X gilt fpx1q “ fpx2q ñ x1 “ x2.
Seien also x1, x2 P X beliebig. Es gilt:

fpx1q “ fpx2q ùñ gpfpx1qq “ gpfpx2qq

ùñ pg ˝ fqpx1q “ pg ˝ fqpx2q

ùñ x1 “ x2, da g ˝ f injektiv.

Also ist f injektiv. �

(b) Behauptung. f, g injektiv ñ g ˝ f injektiv. ♦

Beweis. Angenommen, f, g seien injektiv. Zu zeigen: g ˝ f ist injektiv
Zu zeigen: Für alle x1, x2 P X gilt pg ˝ fqpx1q “ pg ˝ fqpx2q ñ x1 “ x2.
Seien also x1, x2 P X beliebig. Es gilt:

pg ˝ fqpx1q “ pg ˝ fqpx2q ùñ gpfpx1qq “ gpfpx2qq

ùñ fpx1q “ fpx2q, da g injektiv
ùñ x1 “ x2, da f injektiv.

Also ist g ˝ f injektiv. �



Quiz 5

Woche 5

Behauptung. Seien n P N und p P P mit n ă p ď 2n. Dann gilt p | p 2n
n q. ♦

Beweis. Aus n ă p ď 2n, d. h. p P tn` 1, n` 2, . . . , 2nu, folgt (i) p |
ś2n
i“n`1 i.

Es gilt nun

ś2n
i“n`1 i “

ś2n
i“1 i

n!
“ n!

p2nq!

n!p2n´ nq!
“ n!

ˆ

2n
n

˙

. (5¨1)

Aus (i) und (5¨1) folgt also (ii) p | p 2n
n q ¨ n!.

Beachte, dass p eine Primzahl ist und n!, p 2n
n q P Z.

Aus (ii) und [Sin20, Satz 3.4.14] folgt also p | p 2n
n q oder p | n!.

Angenommen, p - p 2n
n q.

Dann muss laut des o. s. Arguments p | n!p“
śn
i“1 iq gelten.

Eine weitere Anwendung von [Sin20, Satz 3.4.14] liefert, dass p | i0 für ein i0 P t1, 2, . . . , nu.
Aber dann gilt 1 ď p ď i0 ď n. Das widerspricht der Voraussetzung, dass n ă p.
Darum stimmt die Annahme nicht. Das heißt, p | p 2n

n q. �



Quiz 6

Woche 6

1. Seien n P N. Man bezeichne mit pZ{nZqˆ die Menge der bzgl. Multiplikation modulo n invertierbaren
Elemente in Z{nZ.

Behauptung. Für a P Z gilt ras P pZ{nZqˆ gdw. Du, v P Z : ua` vn “ 1 gdw. ggTpa, nq “ 1 ♦

Beweis. Es gilt

ras P pZ{nZqˆ ðñ Du P Z :

ru¨as“
hkkikkj

rus ¨ ras “ r1s
ðñ Du P Z : u ¨ a ” 1 mod n
ðñ Du P Z : Dv P Z : ua` vn “ 1
ðñ ggTpa, nq “ 1 (wegen des Lemmas von Bézout).

Also gilt ras P pZ{nZqˆ ô Du, v P Z : ua` vn “ 1 ô ggTpa, nq “ 1. �

2. Behauptung. Sei n “ 9. Dann gilt pZ{nZqˆ “ tr1s, r2s, r4s, r5s, r7s, r8su. ♦

Beweis. Da

a 0 1 2 3 4 5 6 7 8
ggTpa, n “ 9q 9 1 1 3 1 1 3 1 1

gilt der letzten Aufgabe zufolge pZ{nZqˆ “ tras | a P t0, 1, 2, . . . , n ´ 1u, ggTpa, nq “ 1u “
tr1s, r2s, r4s, r5s, r7s, r8su. �



Quiz 7

Woche 7

1. Definition. Sei V ein Vektorraum über einem Körper K. Seien v1,v2, . . . ,vn P V . Die Vektoren,
v1,v2, . . . ,vn, heißen dann linear unabhängig, wenn für alle Skalare, c1, c2, . . . , cn P K,

řn
i“1 ci ¨ vi “ 0 ùñ @i P t1, 2, . . . , nu : ci “ 0K

gilt. ♦

2. Behauptung. Seien

v1 “

´

1
2
2

¯

v2 “

´

0
2
1

¯

v3 “

´

2
1
1

¯

Vektoren im Vektorraum F3
5 über dem Körper F5. Diese Vektoren sind linear unabhängig. ♦

Beweis. Laut Satz [Sin20, Satz 5.2.4] sind die Vektoren, v1,v2,v3, dann linear unabhängig, wenn Ax “ 0
nur die Triviallösung hat, wobei

A “

¨

˝

1 0 2
2 2 1
2 1 1

˛

‚.

Wir lösen also das homogene System:

Zeilenoperationen Z2 ø Z2 ´ 2 ¨ Z1 und Z3 ø Z3 ´ 2 ¨ Z1 anwenden:a

¨

˝

1 0 2
0 2 2
0 1 2

˛

‚.

Zeilenoperation Z3 ø 2 ¨ Z3 ´ Z2 anwenden:
¨

˝

1 0 2
0 2 2
0 0 2

˛

‚.

Aus der Zeilenstufenform geht hervor, dass es keine freien unbekannten gibt und insbesondere, dass das
homogene System nur die Triviallösung besitzt. Darum sind die Vektoren linear unabhängig. �

a Beachte, dass wir im Körper F5 d. h. modulo 5 berechnen.



Quiz 8

Woche 8

Behauptung. Sei V ein Vektorraum über Körper K und seien U1, U2 Ď V lineare Unterräume. Dann gilt

U1 ` U2 “ U2 ðñ U1 Ď U2.
♦

Beweis. (ùñ). Angenommen,

U1 ` U2 “ U2. (8¨1)

Zu zeigen: U1 Ď U2. Da jeder lineare Unterraum den Nullvektor enthält (siehe [Sin20, Lemma 1.4.2]),
gilt

U1 “ U1 ` t0u
loomoon

ĎU2

Ď U1 ` U2
(8¨1)
“ U2.

(ðù). Angenommen, U1 Ď U2. Zu zeigen: U1 ` U2 “ U2.
Für Mengengleichheit teilen wir dies in zwei Teile auf:

(Ě). Zu zeigen: U2 Ď U1 ` U2. Da jeder lineare Unterraum den Nullvektor enthält,

U2 “ t0u
loomoon

ĎU1

`U2 Ď U1 ` U2

(Ď). Zu zeigen: U1 ` U2 Ď U2. Es gilt:

U1 ` U2 Ď U2 ` U2, da per Annahme U1 Ď U2

Ď U2, da als Vektorraum U2 unter Addition stabil ist.

�

Bemerkung. In diesem Beweis haben wir mit mengenweise Operationen gearbeitet. Z. B. aus t0u Ď U1 folgt
t0u`U2 Ď U1`U2; und aus U1 Ď U2 folgt U1`U2 Ď U2`U2. Diese Implikationen haben nichts mit linearer
Algebra zu tun. Sie sind rein mengentheoretische Ergebnisse und lassen sich allgemein folgendermaßen zeigen:

A ‹B “ ta ‹ b | a P A, b P Bu Ď ta ‹ b | a P A1, b P Bu “ A1 ‹B

für alle Mengen, A,A1, B mit A Ď A1 und alle Operationen ‹ definiert auf A1 ˆB.

Gebrauch machten wir auch von

U ` t0u “ tu` v | u P U, v P t0uu “ tu` 0 | u P Uu “ tu | u P Uu “ U

für alle Teilmengen, U Ď V , und von

U ` U “ t u` v
loomoon

PU

| u P U, v P Uu Ď U

für alle linearen Unterräume, U Ď V . ♦



Quiz 9

Woche 9

Behauptung. Seien U, V,W Vektorräume über einem Körper, K. Seien ϕ : U Ñ V und ψ : V ÑW linear.
Falls

(i) ψ surjektiv ist; und

(ii) Kernpψq ` Bildpϕq “ V ,

dann ist ψ ˝ ϕ : U ÑW surjektiv. ♦

Beweis. Es reicht aus, für alle z PW zu zeigen, dass ein x P U existiert mit

pψ ˝ ϕqpxq “ z. (9¨1)

Sei also z PW beliebig.

Wegen (i) existiert ein y P V , so dass

ϕpyq “ z. (9¨2)

Da y P V und laut (ii) V “ Kernpψq ` Bildpϕq, es existieren y0 P Kernpψq und y1 P Bildpϕq, so dass

y “ y0 ` y1. (9¨3)

Da y1 P Bildpϕq, existiert nun ein x P U , so dass ϕpxq “ y1. Wir berechnen nun

pψ ˝ ϕqpxq “ ψpϕpxqq
“ ψpy1q

(9¨3)
“ ψpy ´ y0q

“ ψpyq ´ ψpy0q

“ ψpyq ´ 0, da y0 P Kernpψq
(9¨2)
“ z.

Damit haben wir (9¨1) gezeigt.

Also ist ψ ˝ ϕ surjektiv. �

Bemerkung. Wir können in der Tat zeigen, dass die umgekehrte Richtung auch gilt: Angenommen, ψ ˝ ϕ
sei surjektiv. Dann gilt W Ě ψpV q Ě ψpϕpUqq “ pψ ˝ ϕqpUq “ W , und somit ψpV q “ W , sodass (i) gilt.
Für (ii) brauchen wir nur die Ě-Inklusion zu zeigen, da die Ď-Inklusion offensichtlich wahr ist. Sei also y P V
beliebig. Wegen Surjektivität von ψ ˝ ϕ existiert nun ein x P U , so dass ψpyq “ pψ ˝ ϕqpxq. Beobachte man,
dass

ψpy ´ ϕpxqq “ ψpyq ´ ψpϕpxqq “ 0,

sodass y ´ ϕpxq P Kernpψq gilt. Darum

y “ y ´ ϕpxq
looomooon

PKernpψq

` ϕpxq
loomoon

PBildpϕq

P Kernpψq ` Bildpϕq.

Damit haben wir bewiesen, dass V Ď Kernpψq ` Bildpϕq (d. h. die Ě-Inklusion in (ii)).
Darum gilt: ψ ˝ ϕ surjektiv ñ (i)+(ii) gelten. ♦
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Seien

v1 “

ˆ

3
2

˙

, v2 “

ˆ

2
1

˙

, w1 “

ˆ

2
´1

˙

, w2 “

ˆ

0
5

˙

.

(a) Behauptung. A :“ pv1, v2q und B :“ pw1, w2q sind jeweils Basen von R2. ♦

Beweis. Da dimpR2q “ 2, reicht es aus zu zeigen, dass A und B linear unabhängige Systeme sind.
Hierfür reicht es aus zu zeigen, das RangpAq “ 2 und RangpBq “ 2, wobei A :“ pv1 v2q “ p

3 2
2 1 q und

B :“ pw1 w2q “
`

2 0
´1 5

˘

. Zeilenreduktion liefert uns

A
Z2Ðß3¨Z2´2¨Z1
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

`

3 2
0 ´1

˘

B
Z2Ðß2¨Z2`¨Z1
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ p 2 0

0 10 q

Also RangpAq “ 2 und RangpBq “ 2, wie zu zeigen war. �

(b) Sei K :“ pe1, e2q, die Standardbasis für R2. Sei ϕ : R2 Ñ R2 die eindeutige lineare Abbildung, die
ϕpviq “ wi für i P t1, 2u erfüllt.a Zu bestimmen: die Matrizendarstellung M :“MK

K pϕq.

ANSATZ I
Wir versuchen, die Standardbasiselement in Bezug auf A umzuschreiben, und berechnen die entspre-
chenden Outputvektoren:

e1
Defn
“ p 1

0 q “ 2 p 2
1 q ´ p

3
2 q “ 2v2 ´ v1

e2
Defn
“ p 0

1 q “ 2 p 3
2 q ´ 3 p 2

1 q “ 2v1 ´ 3v2

Also gilt wegen Linearität

ϕpe1q “ ϕp2v2 ´ v1q “ 2ϕpv2q ´ ϕpv1q “ 2w2 ´ w1 “
`

´2
11

˘

ϕpe2q “ ϕp2v1 ´ 3v2q “ 2ϕpv1q ´ 3ϕpv2q “ 2w1 ´ 3w2 “
`

4
´17

˘

Da diese Outputvektoren schon in Bezug auf die Standardbasis dargestellt sind, erhalten wir

MK
K pϕq “

ˆ

´2 4
11 ´17

˙

.

ANSATZ II
In diesem Ansatz bestimmen wir auf systematische Weise notwendige Bedingungen dafür, dass eine
Matrix, M , ϕ darstellt. Per Konstruktion, und da die Vektoren v1, v2, w1, w2 bzgl. K dargestellt wurden,
muss

Mvi “ ϕpviq “ wi

für alle i P t1, 2u gelten. Mit anderen Worten muss MA “ B gelten, wobei A,B die o. s. definierten
Matrizen sind. Also ist eine notwendige Bedingung M “ BA´1. Darum ist BA´1 zu berechnen.

Hierfür gibt es mehrere Rechenwege. Wir arbeiten mit
`

AT |BT
˘

und reduzieren, bis in der linken Hälfte
die Identitätsmatrix, I, steht. In der rechten Hälfte steht dann pAT q´1BT , also pBA´1qT . Das Resultat
transponiert liefert uns dann BA´1, also M .b

aDa A eine Basis von R2 ist, definieren laut [Sin20, Satz 6.1.13] diese Bedingungen eine (eindeutige) lineare Abbildung.
bWir müssen diesen Umweg gehen, weil das Gaußverfahren uns nur nach linkst multiplizierte Inverse liefern kann und wir

schließendlich BA´1 berechnen wollen, was eine Rechtsmultiplikation durch das Inverse ist.



`

AT |BT
˘

“

ˆ

3 2 2 ´1
2 1 0 5

˙

Z2Ðß3¨Z2´2¨Z1
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

ˆ

3 2 2 ´1
0 ´1 ´4 17

˙

Z1ÐßZ1`2¨Z2
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

ˆ

3 0 ´6 33
0 ´1 ´4 17

˙

Z1Ðß3
´1
¨Z1Z1Ðß´1¨Z2

ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

ˆ

1 0 ´2 11
0 1 4 ´17

˙

Darum gilt notwendigerweise

M “
`

´2 11
4 ´17

˘T
“

ˆ

´2 4
11 ´17

˙

,

damit M ϕ darstellt. Da es eine eindeutige Darstellungsmatrix für ϕ gibt, gilt somit MK
K pϕq “M .

93
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(Siehe Git-Repo Ñ /notes/brerechnungen wk12.md.)
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