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Vorwort

Dieses Dokument enthilt Lésungsansitze zu den Ubungsserien, Selbstkontrollenaufgaben,
und Quizzes. (Diese werden natiirlich nach Abgabefristen hochgeladen.) Der Zweck dieser
Losungen besteht darin, Ansdtze zu prasentieren, mit denen man seine eigenen Versuche
vergleichen kann.
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Ubungsserien



Ubungsserie 1
Woche 1

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man

seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 11
Zu bestimmen ist die Ldsungsmenge
La’ﬁ = {X e R" | AaX = bﬁ}
fir a, 5 € R, wobei m = 3 und n =4, und A, € R™*" und bg € R™ durch
1 7 2 -1 4
A, = 1 8 6 -3 bg = 0
2 14 a -2 8

gegeben sind. Um die Lésungsmenge zu bestimmen fiihren wir das GauBverfahren aus:

Urspriingliches LGS (A,|bg):

1 7 2 -1]|4
1 8 6 -3|0
2 14 a -2|8

Wende die Zeilentransformationen
Zy o~ Ly— 7y
s <~ Z3—2-74

an:

7

2
0o [1] 4 2| —4
()

Die eingezeichneten Eintrdge markieren die ersten Eintrige der Stufen. Es gibt also 2 oder 3 Stufen, je
nachdem, ob o — 4 = 0. Dies fiihrt zu einem Fallunterschied:

Fall 1. o —4 = 0. Das heit, a = 4. In diesem Falle hat das augmentierte System genau 2 Stufen und sieht
wie folgt aus:

7 02 1| 4
0 4 —2| —4
0 0 0 0 |B8-8

Dies fiihrt zu zwei weiteren Fillen, denn die 3. Gleichung ist jetzt genau dann Iésbar, wenn 3 —8 = 0.

Fall 1a. 5 — 8 # 0. Das heit, § # 8. Dann ist die 3. Gleichung und damit das LGS nicht lsbar.

Darum erhalten wir .



Fall 1b. 5—8 = 0. Das heiBt, 8 = 8. Dann ist die 3. Gleichung trivialerweise erfiillt. Das augmentierte

System sieht wird zum

1] 7 2 -1 4
0 [1] 4 —2|-4
0 0 0 010

und kann jetzt aufgeldst werden. Wir arbeiten von unten nach oben:

Aus der Stufenform

T2
x1

X

Aus der ganzen Zeilenstufenform erschlieBt sich

T3, T4 sind frei
von Gleichungen 2 und 1 erschlieBt sich

—4 — 4x3 + 224

4 —Txy — 2x3 + X4

4 — 7(—4 —4x3 + 21‘4) — 273 + T4
32 + 26x3 + —13x4

Zusammengefasst erhalten wir die allgemeine Form der Lésung:

Z1
wZ

32+26x3 +—13x4
—4— 47:3 +2x4

32+26z3+ 1324

2

1)

+£C3~ 1

1

N
LS\_/\/\/

_ —4—4x3+2x4
— 0+1x3+0x4
0+0m3+1w
—13x4
— 4 —4963 2x4
< 0 Oxs lzy

oai(

mit x3, x4 frei wahlbar.

Also erhalten wird in diesem

oder etwas kompakter formuliert, Lo g = <

32 26 —13
Falle| Lo 5 = {(-04) +t- <—14> +tg- ( 2 ) tl,tQER} :
0 0 1
32 26 —13
—4 2

1
0

1
1

)l

0
0

)

)}

Fall 2. a — 4 # 0. Das heiBt, o # 4. In diesem Falle hat das augmentierte System genau 3 Stufen und
diesmal ist nur x4 frei. Man beachte, dass dies im Grunde genau wie Fall 1b ist, nur dass wir zusatzlich
Gleichung 3 beachten und z3 bestimmen miissen.

X

wobei x4 frei wahlbar ist.

Aus der Stufenform von Gleichungen 3 ergibt sich

b5-8

T3 a—4

Der Rest der Losung des Gleichungssystems verhilt sich genau wie im Fall 3b, das heiBt

3%1 23 —13

- A . 2

0 + 23 1 + T4 ]

0 0 1

3%1 58 22 —13

- B=° [ = . 2

0o | T o= 1 ) T2 T
0 0 1

Also erhalten wird in diesem Falle

, oder

etwas kompakter formuliert, L, g =

32 5_8 26 —1s
_ ) [ =4 A 2
Lo {<8)+a—4 (a)” (%
3%1 _8 2% . —13
(3) == () ~w{ (1)}
0 0 1

Wir fassen die Losung fiir alle Fille zusammen:




) a=4,0+#8
Lapg = u + Lin{v, w} a=4,06=38
u—&—ﬂgv—i—Lln{w} a#4

32
fiir alle o, B € R, wobei u = ( 04>
0

2 ~13

Z _( 2

1 W= 1)
0 1

Aufgabe 1-2

Satz 1-1 Angewandt auf die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems verandern
die elementaren Zeilenumformungen vom Typ (1), (Il) und (Ill) die Menge der Lésungen nicht. O

Wir beweisen Satz 1-1 mithilfe der folgenden Teilergebnisse.

Lemma 1.2 Seien m,n € N und A€ R™*"™ und b € R™. Fiiri,j € {1,2,...,m} miti # j bezeichne mit

Lii,j
NS>

(A[b) (A'[b")

die Anwendung von Zeilentransformation (1) auf (A|b), wobei Zeile; und Zeile; umgetauscht werden, was in
(A’|b’) resultiert. Dann fiir alle x € R™, falls x eine Lésung fiir (A|b) ist, dann ist x eine Lésung fiir (A’'|b’). ¢

Beweis. Betrachte den Fall ¢ < j. Es gilt

x eine Losung fiir (A|b)

(ar11z1 +  arpx2  + + ainrn = b1)
und (a271x1 + ag2r2  + + a2nTn = b2)
und (asiz1 +  ajexr2  + +  QinTn = b)
und (ajir1 +  ajome + +  ajnTn = b;)
und  (am,1z1 + amp2x2 + + amanTn = bm)

(a1,1z1 +  arpz2  + + ai1nTn = b1)
und  (ag 11 + ag2x2  + + aznmTn = b2)
und (ajiz1  + ajome  + +  ajnTn = b
und (asiz1 +  ajox2  + +  QinTn = b)
und  (am,1z1 + amT2  + + amnTn = bm)

da lediglich zwei Aussagen in einer Konjunktion umgetauscht werden

= x eine Lésung fiir (A’|b)’, da (A|b) e (A’']b).

Der Fall 7 > j |asst sich analog zeigen. Falls ¢ =

trivialerweise gilt.

Lemma 1-3 Seien m,n € N und A € R™*"™ und b € R™. Fiiri e {1,2,

mit

(Alb)

I,
WA

(A[b")

j bleibt das System unveradndert, sodass die Behauptung

.,m} und a € R\ {0} bezeichne

die Anwendung von Zeilentransformation (ll) auf (A|b), wobei Zeile; durch a-Zeile; ersetzt wird, was in
(A'|b’) resultiert. Dann fiir alle x € R™, falls x eine Lésung fiir (A|b) ist, dann ist x eine Lésung fiir (A'|b’).

Beweis. Es gilt

x eine Losung fiir (A|b)

O



und

und

und

und

und

und

und

und

und

x eine Losung fiir (4’|b)’, da (A|b)

Also gilt die Behauptung.

(a1,121
(az,121

(as, 11

(am,121

(a1,121
(a2, 11

(o (as1z1
(am,lxl

(a1,121
(az,121

(- aj121

(am, 171

+  ai12x2

+ a22%2

+  ai 272

+  am,272
+  a12%2
+ az,2x2
+ a;i,2T2

+  am,2x2

+ a1,2T2
+ a2,2x2

+ a-a;212

+ am,222

+ aipzTn = b1)
+  a2nn = b2)
+  GinTn = b)
+ GmnTn = bm)
+  a1,n%n = b1)
+  a2n%n = ba)
+ ainTn) = a-b;)
+ amnTn = bm)
+  a1,n%n = b1)
+  a2,.nTn b2)
+ a-aintn = a-b)
+  Gm,nTn = bm)
5 (A ).

Lemma 1-4 Seien m,n € N und A € R™*™ und b € R™. Fiir i,j€{1,2,...,m} miti # j und « € R

bezeichne mit

(Alb)

II1i,5,c
WA

(A'[b7)

die Anwendung von Zeilentransformation (Ill) auf (A|b), wobei Zeile; durch die Addition von Zeile; mit
a-Zeile; ersetzt wird, was in (A'|b’) resultiert. Dann fiir alle x € R™, falls x eine Losung fiir (A|b) ist, dann

ist x eine Lésung fiir (A’'|b’).

Beweis. Es gilt

x eine Losung fiir (A|b)

+
+

+

ay12x2 +
a2,2T2 +
a; 2T2 +
am,2T2  +
a1,22 +
a2 2x2 +
a; 2T2 +
am,2T2 +
+ a1,2x2
+ az,272
+ a; 272
+ a-ajaox2

+ am,2T2

+ +

++

++

a1,nTn =
a2 nn =
i nTn =
AmnTn =
a1,nTn
a2,nTn
Qi nTn + - bj
Am ,nTn

+  a1,nTn

+  a2nTn

+ A5 nTn

+ @ ajnTn

+  am,nTn

da laut der j-ten Gleichung gilt b; = Z;nzl a; kTr

(a1,121
und  (a2,1z1
und (as1z1
und  (am,1z1

( (a1,121
und (az,1z1
< und (ai,1x1
und  (am,1%1
(a1,121
und (a2,11
E und (as, 11
+a-aji1x1
und (am, 121

(a1,1z1
und (ag,lzl
und (af 1x1

,

und  (am,1z1

a1,2x2
az2x2

/
a; o2

am,2T2

+
+

+

+

a1,nTn =

a2 nTn =

’
ai,n

In =

Am,nTn

wobei a; = aj; + a - a;y fiir alle k und b; = b; + - b,

= x eine L&sung fiir (A’|b)’, da (Alb) e (A'b).

10

¢

b1‘+oc~bj)

bm)



Also gilt die Behauptung. |
Endlich kénnen wir Satz 1-1 beweisen:

Beweis (von Satz 1-1). Seien m,n € N und A € R™*™ und b € R™. Seien A’ € R™*™ und b’ € R™, so
dass (A|b) durch eine Transformation der Art (1), (I) oder (I11) aus (A|b) entsteht. Das heiBt, entweder
(Ap) ¥ (A
oder (Ab) W& (A (11)
oder (Alb) TE (A
gilt, fir ein 4,5 € {1,2,...,m} miti # j und a € R\ {0}.
Zu zeigen:
{x € R" | x eine Losung fiir (A|b)} = {xe€R"™|x eine Losung fiir (A|b)}. (1-2)
Wir zeigen dies in zwei Teile:
‘g)
Sei x € R™ ein beliebiges Element aus der linken Menge, d. h. x ist eine Lésung zu (Alb). Laut Lemma 1-2

+ Lemma 1-3 + Lemma 1-4 und wegen (1-1) erhalten wir, dass x eine Lsung zu (A’|b’) ist, d. h. x liegt in
der rechten Menge. Also ist die linke Menge in der rechten enthalten.

12)
Man  beachte  zuerst, dass sich die  Transformation in  (1-1)  umkehren  lisst—
und zwar durch Elementartransformationen. Es ist einfach zu sehen, dass entweder

(Ab) S (Alb)
oder (A'[b) &L (Ab)
oder (A'Ib) TG (Alb).

Die Situation ist also analog zum <-Teil. Darum gilt die ©-Inklusion in (1-2). |

11



Aufgabe 1-3

Fiir diese Aufgabe wird das Konzept der linearen Unabhingigkeit aus Kapitel 5 angewandt.

Definition 1.5 Seien m,n € N mit m > n und seien A € R™*" be R™, und I < {1,2,...,m}. Bezeichne
mit (A|b); die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b), die auf die Zeilen mit Indexes aus I (in bspw. aufstei-
gender Reihenfolge) reduziert ist. O

Beipsiel 1-6 Fiir (A|b) gleich
-5 0 0 -7
4 -6 -—10]| 6
-2 -6 -6 9
-7 4 -1 | -5

-5 8 e )

‘)
-9 |.
_5 o

Mit diesem Mittel kénnen wir nun die Hauptaussage in der Aufgabe formulieren:

und I = {2,5,6} ist (A|b); gleich

4 -6 -10
4 =5 2

-5 8 -7

Satz 1.7 Seien m,n € N mit m > n und seien A € R™*™ und b € R™. Falls (A|b) unlésbar ist, dann
existiert I < {1,2,...,m} mit |I| = n + 1, so dass (A|b); unlésbar ist. O

Beweis. Es stehen nun die Zeilen der Matrix A im Fokus. Wir verwandeln diese in Vektoren, d. h. setze

z() € R™ die i-te Zeile von A als Vektor geschrieben

firie {1,2,...,m}. DazM z® . . 2" ¢ R" kénnen wir eine maximale Menge Iy < {1,2,...,m}
finden, so dass (Z(i))l‘E[O aus linear unabhangigen Vektoren besteht. Wegen der Dimension von R gilt
[I| < min{m,n} = n. Sei k € {1,2,...,m} \ Iy beliebig. Wegen Maximalitat muss (z(");cz,(x} linear

abhingig sein. Und wegen der linearen Unabhangigkeit von (Z(i))iE]O existieren (eindeutige) Koeffizienten
ck,i € R fiir i € I so dass

2™ = Yiep: craz!” (1-3)
gilt.

Um nun die Hauptaussage zu zeigen, nehmen wir an, dass (A|b) unlésbar ist. Zu zei-
gen: Es gibt eine Teilmenge I < {1,2,...,m} mit |I|=n+1, so dass (A|b); unlosbar ist.

Angenommen, dies sei nicht der Fall. ‘ Aus dieser Annahme leiten wir folgende Behauptungen ab:

Behauptung 1. Die Verhiltnisse zwischen den Zeilenvektoren in (1-3) gelten auch fiir die Eintrage
aus b. Das heiBt

b = Dicry: Ckibi (1-4)
fir alle ke {1,2,...,m+ 1} \ Io.

Bew. Sei k € {1,2,...,m + 1} \ I beliebig. Da |Iy] < n < n + 1 l3sst sich eine Teilmenge
Ic{1,2,...,m} wahlen, mit I 2 Iy u {k} und |I| = n + 1. Dann per Annahme ist (A|b);
|[6sbar. Das heiBt, x € R™ existiert, so dass

bi = X it (1-5)

fiir alle i € I gilt. Da k € T und Iy < I und wegen (1-3) erhalten wir nun das Verh3ltnis

by = Xl kT
= Z?:l(z(k))jxj
da die Eintrage der k-ten Zeile den Eintrigen von z(*) entsprechen
(13) n i
= ijl(ZieIo o2 ))jl'j

= Y Sen miz
¥ €lo J 12



n (2)
Zie[o Ck,i Zj:l Zj Xy
n
Diety Chyi 2ajmy Gij T
da die Eintrage der i-ten Zeile den Eintragen von z(*) entsprechen

(1:5) Zielo Ckvibi'

Darum gilt die Behauptung. — (Beh. 1)

Behauptung 2. Es gibt eine Lésung zu (A|b).

Bew. Da |Ij] < n <mn+1 lisst sich eine Teilmenge I < {1,2,...,m} wahlen, so dass I 2 I, und
|I| = n + 1. Dann per Annahme ist (A|b); l6sbar. Das heiBit, ein x € R™ existiert, so dass
bi = X it (1-6)

fur alle ¢ € I gilt. Da I = Iy konnen wir Behauptung 1 und
die  Verhiltnisse in  (1.3) anwenden. Fiir jedes ke {l,2,....m}\I gilt

Yiangry = X0 (2®)m;

da die Eintrage der k-ten Zeile den Eintriagen von z(¥) entsprechen

(1'3) n i
= Zj:l(ZiEIo Ckyiz(_z))jxj
= Y > . c 2D
j=1 Zuicly Cki®y L
o n ()
= Ziela Ck,i Zj:l Zj L
_ n
= Diero Ckyi 2j—1 BT
da die Eintrage der i-ten Zeile den Eintragen von z(") entsprechen
(1-6)
=" ety Chibi
Beh. 1

1

Also ist x € R™ nicht nur eine Lsung zu Zeile i des LGS, (A|b), fiir jedes i € I, sondern
auch fiir jedes i € {1,2,...,m}\ I. Das heiBt, x ist eine Lésung des LGS (A|b). Also ist
(A|b) l6sbar. — (Beh. 2)

Laut Behauptung 2 ist also (A|b) I6sbar. Dies ist aber ein Widerspruch! Darum stimmt die Annahme
oben nicht. Also gibt es doch eine Teilmenge I < {1,2,...,m} mit |[I| = n + 1, so dass (A|b); unlésbar
ist. Damit wurde die zu zeigende Implikation bewiesen. B (Satz 1.7)

Bemerkung 1-8 Falls man sich aber auf rudimentédre Mitteln beschranken will, kann man alternativ wie folgt

vorgehen. Man wende zuerst das GauBverfahren an und erhalte somit eine Folge
(A(°>|b(0>) s (A(1)|b(1)) NN (A(2>\b(2)) s e v (A(N)|b(N))
wobei N e N, A® = 4, b(® = p, (A(N)|b(N)) eine erweiterte Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform ist,

und jede der »w~« Uberginge jeweils eine Transformation der Art (1), (11), oder (lIl) bezeichnet. Da m > n
sieht nun die Zeilenstufenform, also (AY)[b()), folgendermaBen aus:

N
00...0 T EERRE L P e bg>
4]
N
00...0 0 00...0 rg ceoeeeeeeees £ e V)
Lo
00...0 0 00...0 0 -eoee- 00...0 ~p -oene- pV)
—_——
(2%
00...0 0 00...0 0 e 00...0 0 -eeee ')
00...0 0 00...0 0 -woeer 00...0 0 -oene bV

wobei r € Ny die Anzahl der Stufen ist, £1, s, ..., 4. € Ng, und 1,72, ...,7 € R\ {0} die Hauptkoeffizienten

der Stufen sind. Es muss nun 0 < r < min{m,n} = n gelten.

Jetzt kann man leicht dafiir argumentiere, dass (1) die Zeilenstufenform, (A(¥)[b()), die Implikation erfiillt.

Dann aufgrund der Umkehrbarkeit der Elementartransformationen, reicht es aus zu zeigen, dass (2): wenn
(A, b") v~ (A”,b") und wenn (A’ b’) die Implikation erfiillt, dann erfiillt (A”,b”) die Implikation. Dies ist
nur etwas miihseliger und die Argumentation von (2) fiihrt letzten Endes zu dhnlichen Ideen, die im Beweis

oben vorkommen.
13



Woche 2

Ubungsserie 2

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-

hender gearbeitet, als ge

nerell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man

seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 21

Satz 2-1 (vgl. [Sin20, Korollar 1.3.3]). Sei V ein Vektorraum iiber R wie R™ fiir ein n € N. Seien
v,weV mitv#w undw # 0 und sei

die Verbindungsgerade zw. v und w. Dann gilt 0 € L < 3ce R : v = cw. O

L = {sv+(1—-s)w|seR}

Beweis. Der Beweis wir

d in zwei Teilen gezeigt.

(=). Angenommen, 0 € L. Zu zeigen: 3ce R: v = cw.
Per Definition von L existiert ein s € R, so dass sich 0 als 0 = sv + (1 — s)w darstellen lasst. Daraus l3sst

sich ableiten:

0=sv+(1—-9s)w

(<==). Angenommen, v
Per Voraussetzung gilt n

— sv=(s—1)w

< (s=0undw =s(w—v)=0)oder(s#0undv =((s—1)/s)w)

unmoglich, da w # 0 per Voraussetzung
< s#0undv=((s—1)/s)w
= dceR:v=cw.

= cw fiir ein ce R. Zu zeigen: 0 € L.
un v # w, sodass ¢ = 1 direkt ausgeschlossen ist.

Setze nun |s := %_C eR

. was wohldefiniert ist, da ¢ # 1.

Man berechnet nun

€L, per Definition

/_/%
sv+(1—s)w

Darum gilt 0 € L.

1 1 c 1
- . 1— - _
ew+ (- =)W (1—0 1—¢

1—c
_c—1 +1=0

1—c




Aufgabe 2-2

(b)

Q

) Satz 2-2 Seienv,v/,w,w’ € R? mitw,w’ # 0. Seien L := {v+tw |t € R} und L' := {v/ +sw' |
s € R}. Angenommen, L # L'. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) LaL =0

(i) w,w’ sind kolinear, d. h. 3ce R : w = cw'.

Beweis. Der Beweis wird in zwei Teilen gezeigt.

((ai)=>(aii)). Angenommen, L n L' = (). Zu zeigen: 3ce R: w = cw'.

‘Angenommen, dies sei nicht der Fall. ‘

Da w,w’ # 0 bedeutet dies, dass w, w’ linear unabhingig sind. (— Warum??)

Also gilt fiir den Untervektorraum U := Lin{w, w’}, dass dim(U) = 2.

Da U < R? Vektorrdume sind und dim(U) = 2 = dim(R?), folgt hieraus, dass U = R%. (— Warum??)
Betrachte bspw. den Vektor

¢ = v —veR% (21)

Dann £ € U = Lin{w, w'}. Folglich existieren Skalare o, 5 € R, so dass aw + fw’ = ¢ gilt.

Setze nun und . Dann gilt

eL
—
v+iw = (v+iw)— (V' +sw) +V + sw

= (v—=vV)+ ({tw—sw)+ Vv + sw
( )+ (
= (v=vV)+ (aw+ W)+ Vv + sw’

21
@ {4+ 64V + 5w = v +sw.
—_——

eL
Darum gilt L n L' # (, was ein Widerspruch ist.
Darum stimmt die o.s. Annahme nicht. Also sind w, w’ kolinear.

((aii)==(ai)). Angenommen, w = cw’ fiir ein c€ R. Zu zeigen: L n L' = ().

‘Angenommen, dies sei nicht der Fall. ‘ Dann existiert ein Vektor, ue L n L'.
Per Konstruktion existieren dann sg,tg € R, so dass

Vvi+itgw = u = Vv +syw.
Aus der Voraussetzung fiir diese Richtung folgt
v = v+ (tg — soc)w (2:2)
Beachte, dass , denn sonst wiirde w = cw’ = 0 gelten, was ein Widerspruch ist. Wir berechnen

) _ {v'+SW/|S€R}
(2:2) {v+ (to — soc)w + scw | s e R} (2:3)

= {v+(to+(s—s0)c)w|seR}
{v+tw|te R},

wobei R = {tg + (s — sg)c | s € R} = f(R). Also R = f(R), wobei f:R — R eine durch
f(s) =to+ (s — so)c definierte Funktion ist. Da ¢ # 0, ist es einfach zu sehen, dass [ surjektiv ist
(in der Tat bijektiv). Darum gilt R = f(R) = R.

Aus (2-3) folgt also L' = {v +tw | t € R} = L, was ein Widerspruch ist.

Darum stimmt die o.s. Annahme nicht. Also gilt L n L' = 0. |

Wir zeigen nun ein minimales Beispiel dafiir, dass Satz 2-2 im allgemeinen fiir andere Vektorraume nicht
gilt. Betrachte den Vektorraum R3. Betrachte die folgenden Vektoren in R3:

N IR O R OF

Bis auf 2-Dimensionalitat erfiillen diese die Voraussetzungen in Satz 2-2. Einerseits wurden w, w’ so
gewahlt, dass sie nicht kolinear sind. Dennoch schneiden sich die beiden Geraden, L, L', nicht, da
Lc{xeR®|z;=0}=Fund L' € {xeR3|z; =1} =: F' und offensichtlich E n E’ = ().
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Aufgabe 2-3

(a) Fiir jedes v € R sei die Gerade L., = R? gegeben durch

Ly = {(z,y)eR?[2x+y=7-(z-3y—T)}

Satz 2:3 Es gibt exakt einen Punkt in dem Schnitt aus den Geraden, L., v € R. Es gilt nimlich

() Ly = {¢}, wobei £ = (1,-2). O

yeR

Beweis. Wir teilen diesen Beweis in zwei Teilen auf:

(2). Es reicht aus, fiir alle v € R zu zeigen, dass { € L,.
Fixiere also ein beliebiges v € R. Dann

2 +& = 2-1+(-2) = 0, und
V(6 -36-T) = 7(1-3(-2)-7) = 70 = 0

Also 2§71 + & = - (&1 — 362 — 7). Folglich gilt € € L, per Konstruktion.

(). Sei n:= (2,y) €(),cg Ly beliebig. Zu zeigen: 1 = &.
Zu diesem Zwecke seien 1,72 € R irgendwelche Werte mit v # 2. Per Wahl gilt ne L,, n L,,. Also

2e+y = m-(xr—3x—7),und
2e+y = Y2 -(x—3x—7).

Wir kénnen ganz naiv arbeiten und die Gleichungen subtrahieren. Dies liefert (71 —72) - (z =32 —7) = 0,
woraus sich ergibt, dass z — 3y — 7 = 0 gelten muss, da v # 2. Eingesetzt in die erste Gleichung oben
liefert 22 + y = - 0 = 0. Darum muss (3 ) das LGS (A|b) lésen, wobei

A= (7)) b = ()
GauBverfahren angewandt auf (A|b):

1 3|7
2 110

Wende die Zeilentransformation Zy <~ Zy — 2 - Z1 an:

1 3| 7
0 7 |-14

Aus der Stufenform erschlieBt sich

y = 7 = =2
r = 7+3-y = 1L
Also 1) = (z,y) = (1,-2) = { fiir alle n € [, L. Das heiBt () L, < {¢}. [ ]
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(b) (i) Sei € R. Dann gilt
(=3,2)€ Ly = 2(=3)+(2) =7-((=3) =3(2) = 7)

= =1
= = =7

—16

Also ist |y = i der eindeutige Parameter, fiir den (—3,2) € L, gilt.

(ii) Sei v € R. Man beobachte, dass

Ly = {(z,y)eR*|(2—7)z+ (1+37)y=—77}
{(z,y) eR2 |0z + (1 +3-2)y = —7-2} Loy =2
= {{@yeR|@2-F)r+0y=-7-F} : y=-1
{(z,y) eR? | (2—79)x + (1 +37)y = —Ty} : sonst
{(z,y) eR? |y = -2} Doy =2
= {(z,y) eR? |z =1} D oy=—1
{(z,y) eR* |y = %m - %} : sonst

Daraus folgt, dass L

® parallel zur z-Achse fiir v = 2 ist,

1

® parallel zur y-Achse fiir v = —3 ist,

® und ansonsten weder zur z- noch y-Achse parallel ist, da in diesem Falle L., die Gerade
>y = ax + b« ist, wobei a # 0.

Also ist der gesuchte Parameterwert eindeutig | v = —

W=

(iii) Die Gerade »z — 2y = —1« lisst sich dquivalent als »y = %z + 1 darstellen. Darum wird ein
Wert v € R gesucht, so dass die Gerade L. weder zur z- noch y-Achse parallel ist, und die die
y-x-Steigung % hat. Nach der o.s. Berechnung in (i) kommt dies nur fiir den 3. Fall in Frage.

Darum gilt
L, parallel zur Gerade »z — 2y = —1« <= ~¢ {2, —%} und % = %
= 7¢{2,-zjund(y—2) = 3(1+37)
= 7¢{2,—3jundy=—-5
= v =-5.

Also ist der gesuchte Parameterwert eindeutig .
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Ubungsserie 3
Woche 3

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 31

Wir arbeiten im Vektorraum R? und betrachten die Vektoren

we () e (D) w3 ()

Zu berechnen: U := Lin{vy, vy} n Lin{w;, wy} als Untervektorraum von R3.
Zu diesem Zwecke betrachte einen beliebigen Vektor, & € R3. Es gilt

EelU

Jtq,to,t3,ts € R: & =1t1vy + tavound € = tgwy + tywo

— JteR*: & =1t1vy + tovound ity vy + tovy = t3wy + tyWo
«~— dte ]R4 : 5 = t1V1 + t2V2 und t1V1 + t2V2 - thl - t4W2 =0 (31)
— JteR*:E=1t,vy +tovoundt vy + tavy + 3wy +tawo = 0
— JteR*:&=1tvi+tavound At =0,
wobei
A [172 4{ 0
= vvawiw) = (33,31

Darum ist es notwendig und hinreichend, die homogenen Losungen fiir A zu finden, und daraus die Parameter
abzulesen.

Homogenes Problem fiir A:
Zeilentransformationen Zy <~ Zy — 3 - Z4, Z3 <~ Z3 — Z; anwenden:

1-2 4 0
(0 11 —151)
00 —-71

Wende die Zeilentransformation Zy <~ Z5 — Z3 an:

1-2 40
(0 11 —80)
00 —-71

Aus der Zeilenstufenform erschlieBt sich, dass t4 frei ist. Also t4 = « fiir ein frei wahlbares a € R.
Aus der Stufenform von Gleichungen 3,2, 1 erschlieBt sich

t3 = ity =i«
to = étg = éOé
o T 4 28
tl = 2t2—4t3: ﬁOé_70é:_ﬁOé
Man kann o.E. « durch 8 := —77« ersetzen. Also ist die homogene Losung gegeben durch

28
B (ﬁ) . mit 8 € R frei wahlbar.
—T7

Wir kdnnen nun (3-1) fortsetzen und erhalten



(3-2)

— JteR*:&=t;vi+tavoundAt =0
28
— JteR? :§=t1v1+t2qundﬂﬁeR:t=5(__181)
< 3JPeR:&=LF-(28v) + —8vy)
—_—
=:u
<~ ¢£elin{u}
fiir alle £ € R3.
Es gilt

w = 2s(3)-s(5) = (i) = wu(i).
1 2 44 1
Aus (3-2) ergibt sich der zu berechnende Untervektorraum als

Lin{vi,v2}  Lin{wy,wo} = U = Lin{u} = Lin{44@)}
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Aufgabe 3-2

Seien X, Y nicht leere Mengen und f : X — Y eine Funktion.

(a)

(b)

()

(d)

(e)

Behauptung. Die Aussage VA,B< X : f(An B) = f(A) n f(B) ist‘ nicht allgemein gii/tig‘. %

Beweis. Betrachte das Beispiel X = {0,1}, Y = {2}, und f: X - Y mit f(z) = 2 fiir alle z € X.
Fir A = {0} und B = {1} gilt f(An B) = f(0) = 0, wahrend f(A) n f(B) = {2} n {2} = {2}. Also
f(An B) # f(A) n f(B). Darum ist dies ein Gegenbeispiel zur Aussage. [ |

Bemerkung. Die Aussage ist eigentlich genau dann wahr, wenn f injektiv ist.

Behauptung. Die Aussage VA,B< X : f(Au B) = f(A) u f(B) ist ‘ allgemein giiltig |. O

Fiir manche (doppelte) Implikationen hier, namlich fiir den Umgang mit Existenzquantoren, braucht
man Grundkenntnisse in Pradikatenlogik 1. Stufe. Hierfiig gibt es zahlreiche Einfiihrungswerke in die
mathematische Logik, bspw. [?].

Beweis. Seien A, B < X beliebige Teilmengen. Es reicht aus zu zeigen, dass y € f(Au B) < y €
f(A) u f(B) fiir alle y e Y gilt.
Sei also y € Y beliebig. Es gilt

ye flAuB) < 3JzeAuB:y= f(x)
< dJreX:zeAuBundy= f(z)
< JzxeX:(xeAoderze B)undy = f(x)
«— JzeX:((xeAundy = f(x))oder(z e Bundy = f(z)))
> JreX:(reAundy= f(z))oderdz e X : (x € Bundy = f(x))
< dJreA:y=f(x)oderdze B:y= f(x)
< ye f(A)oderye f(B)
— ye f(A)uf(B).
Darum gilt f(Au B) = f(A) v f(B) fir alle A,B < X. [ |
Behauptung. Die Aussage VAC X : f(X\A) =Y\ f(A) ist‘M allgemein gij/tig‘. %

Beweis. Betrachte das Beispiel X = {0,1}, Y = {2}, und f: X - Y mit f(z) = 2 fiir alle x € X. Fiir
A={0} gilt F(X\A) = f({1}) ={2}, wahrend Y n f(A) = {2} \ {2} = 0. Also f(X\A) #Y n f(A).

Darum ist dies ein Gegenbeispiel zur Aussage. |

Bemerkung. Die Aussage ist eigentlich genau dann wahr, wenn f bijektiv ist. Und eine leicht modifizierte
Aussage, VA S X : f(X\ A) = f(X) n f(A), ist genau dann wahr, wenn f injektiv ist.

Behauptung. Die Aussage VA, BCY : f~Y(An B) = f~Y(A) n f~1(B) ist ‘ allgemein gii/tig‘. O

Beweis. Seien A, B C Y beliebige Teilmengen. Es reicht aus zu zeigen, dass € f"1(An B) < 2 €
F1(A) n f~Y(B) fiir alle x € X gilt.
Sei also z € X beliebig. Es gilt

ref Y (AnB) < f(r)eAnB
<~ f(z)eAundf(z)e B
— axefY(Aundze f71(B)
== xef 1 A)n fYB).

Darum gilt f~1(An B) = f~Y(A) n f~1(B) fiiralle A,BC Y. [ ]

Behauptung. Die Aussage VA, B Y : f~ (AU B) = f~(A) u f~(B) ist | allgemein giiltig|. ¢

Beweis. Seien A, B € Y beliebige Teilmengen. Es reicht aus zu zeigen, dass z € f}(AuB) €
YA U f7YB) fiir alle z € X gilt.
20



Sei also x € X beliebig. Es gilt

re f1(Au B) f(zr)e AuB

f(z) e Aoder f(x) e B

ze f71(A)oderz e f~1(B)
e fHA) L F(B),

Darum gilt f~1(AuU B) = f~1(A) u f~1(B) firalle A, BC Y.

PTid
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Aufgabe 3-3

(a)

(b)

(c)

(d)

Seien n € N und v € R™. Sei f : R" — R"™ durch f(x) = x + v definiert.

Behauptung. f ist . o

Beweis. Sei g : R" — R"™ durch g(z) = = — v definiert. Es ist einfach zu sehen, dass f o g = idg~» und
go f = idrn. Per Definition ist als f eine Bijektion mit Inversem g. ]

Seien n € N und X = R" x (R™\ {0}). Sei Y die Menge aller Geraden im R". Sei f: X — Y durch
fv,w) ={v+t-w|teR} definiert.

Behauptung. f ist ’ surjektiv‘ aber’ nicht injektiv‘. O

Beweis. Surjektivitat
Idee: Folgt aus der Definition von Geraden durch Parameter.

Sei L € R" eine beliebige Gerade. Zu zeigen: L € f(X).

Nun, per Definition einer Geraden existieren u,v € R™ mit w # 0 und so dass L = {u +¢-w | t € R}.
Offensichtlicht gilt (v,w) € X. Darum gilt L = f((v,w)) € f(X).

Idee: Wir wissen, dass verschiedene aber parallele Vektoren dieselbe Gerade definieren.

Fixiere beliebiges v, w € R™ und wihle ein c € R\ {0, 1}.

Dann sind w, cw # 0 verschiedene aber parallele Vektoren.

Darum gilt f((v,w)) ={v+t-w|teR} ={v+tc-w]|teR} = f((v,cw)).

Da (v,w) # (v, cw), ist f somit nicht injektiv. |

Es sei X die Menge aller Biicher in einem fixierten Kontext. Sei Y die Menge alle Autor(inn)en von
Biichern. Sei f : X — P(Y) definiert durch f(z) = {y | y ein(e) Autor(in) vom Buch z} fiir alle z € X.

Behauptung. f ist’ nicht im Allgemeinen injektiv‘ und’ niemals surjektiv‘. %

Beweis. Nichtsurjektivitat
Zu zeigen: Es gibt konstellationen von Autor(inn)en, die kein gemeinsames Buch verfasst haben.

Es gibt immer eine(n) Autor(in) eines Buchs, sodass () ¢ f(X) in allen Kontexten. Darum ist f niemals
surjektiv.

Zu zeigen: Es gibt zwei verschiedene Biicher, die von der gleichen Konstellation an Au-

tor(inn)en verfasst wurden. In unserem Kontext hat bspw. a = JK Rowling alleine die Biicher
b1 := »HP and the Philosopher’s Stone« und bs := »HP and the Goblet of Fire« geschrieben. Darum
by # by und f(b1) = {a} = f(b2). Also ist f in unserem Kontext nicht injektiv. [ |

Anmerkung. Falls wir ) von der Bildmenge P(Y) exludieren, dann kdnnen wir mindestens dafiir ar-

gumentieren, dass f ’nicht im Allgemeinen surjektiv‘ ist: In unserem konkreten Kontext haben bspw.
JK Rowling und Oscar Wilde nie am selben Buch gearbeitet, also gilt {JK Rowling, Oscar Wilde} ¢ f(X).
In der Tat ist ein Kontext kaum vorstellbar, in dem sich alle Autor(inn)en an einem gemeinsamen Buch
beteiligt haben, d.h. Y € f(X) sowie alle ,,groBe* Teilmengen sind fast immer ausgeschlossen.

Seien X die Menge aller in Deutschland zugelassener Kfz und Y die Menge aller amtlicher Kennzeichen.
Sei f: X — Y die Abbildung, die jedem Kfz sein Kennzeichen zuordnet.

Behauptung. f ist’ injektiv‘ aber’ nicht im Allgemeinen surjektiv|. O

Beweis. Injektivitdt: Jedes Kennzeichen darf per Gesetz nur einem Kfz zugehdren. Nichtsurjektivitat:
Es besteht zwar die Chance, dass irgendwann alle Kennzeichen aufgebraucht werden, aber in der Praxis
ist die Menge Y sehr groB, dass dies aktuell und fiir eine lange Zeit nicht vorkommt. |
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Ubungsserie 4
Woche 4

Aufgabe 41

(a) Betrachte die Menge X :=Z x N und die bindre Relation, ~& X x X, die durch
(a,b) ~ (@',V) < ab =da'b
fiir (a,b), (a’,b') € X definiert wird.
Behauptung. (X, ~) ist eine Aquivalenzrelation. %

Beweis. Wir gehen die Axiome durch:

Reflexivitit: Sei (a,b) € X beliebig.
Zu zeigen: (a,b) ~ (a,b).
Offensichtlich gilt ab = ab.
Per Konstruktion gilt also (a,b) ~ (a,b).

Symmetrie: Seien (a,b), (a/,V’) € X beliebig.
Zu zeigen: (a,b) ~ (a/,b') = (d/,V) ~ (a,b).
Es gilt

(a,b) ~ (a',bV) <= ab =a'b (per Konstruktion)
= da'b=ab
> (d,V) ~ (a,b) (per Konstruktion).

Transitivitdt: Seien (a,b), (a’, V'), (a”,1") € X beliebig.
Zu zeigen: (a,b) ~ (a’,b') und (', ") ~ (a”,0") = (a,b) ~ (a",1").
Es gilt

(a,b) ~ (alv b/)
und (@', ') ~ (a”,b") <= ab =d'bundad'b” = a"lt/

(per Konstruktion)
(ab")b' = (ab' )V = ('b)b" = (a'b")b = (a"b')b = (a"D)V
ab” = a"b,

dad #0
> (a,b) ~ (a",v")

(per Konstruktion).

e
—_—

Darum erfiillt (X, ~) die Axiome einer Aquivalenzrelation. [ |

Bemerkung. Man kann zeigen, dass f : X/~ — Q definiert durch f([(a,b)]) = a/b wohldefiniert und
bijektiv ist. In der Tat real_i_sieren manche Werke die rationalen Zahlen, Q, als genau diesen Quotienten-
raum, d. h. man kann die Aquivalenzklassen hier als rationale Zahlen deuten.
(b) Betrachte die Menge X :=Z x Z und die binare Relation, <€ X x X, die durch
(a,b) < (a',V) <= a<dundb<¥/

fiir (a,b), (a’,t’) € X definiert wird.

Behauptung. (X, <) ist eine partielle Ordnung aber . O

Beweis. Wir gehen die Axiome durch:



Reflexivitat: Sei (a,b) € X beliebig.
Zu zeigen: (a,b) < (a,b).
Offensichtlich gilt @ < a und b < b.
Per Konstruktion gilt also (a,b) < (a,b).

Antisymmetrie: Seien (a,b), (¢’,V’) € X beliebig.
Zu zeigen: (a,b) < (a/,¥) und (d’,b') < (a,b) = (a,b) = (', V).
Es gilt
(a,6) < (a,1)
und (¢/,b') < (a,b) <= a<ad undb<bundd <aundd’ <b
(per Konstruktion)
= a=aundb="V,
da (Z, <) antisymmetrisch ist
= (a,b) = (d,V).
Transitivitdt: Seien (a,b), (a’, V'), (a”,1") € X beliebig.
Zu zeigen: (a,b) < (a/,V) und (a/,b') < (a”,0") = (a,b) < (a”,b").
Es gilt
(a,b) < (a',0)
und (a/,0') < (a”,b") <= a<dundb<bundd <a’undt/ <V’
(per Konstruktion)
= a<d’undb<
da (Z, <) transitiv ist
— (a,0) < (a",0")
(per Konstruktion).
Darum erfiillt (X, <) die einer partiellen Ordnung.
Zum Schluss, beachte, dass (0, 1) und (1,0) bzgl. < unvergleichbar sind. Darum ist (X, <) nicht total. i
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Aufgabe 4.2

Fixiere n € N. Wir definieren die bindre Relation ~Z Z x Z mittels
a ~b <= mod(a,n) =mod(b,n)
fiir a,b € 7Z.
(a) Behauptung. (Z,~) ist eine Aquivalenzrelation. O
Beweis. Wir gehen die Axiome durch:

Reflexivitit: Sei a € Z beliebig. Zu zeigen: a ~ a.
Offensichtlich gilt mod(a,n) = mod(a,n).
Per Konstruktion gilt also a ~ a.

Symmetrie: Seien a,a’ € Z beliebig. Zu zeigen: a ~ ¢’ = da’ ~ a.
Es gilt

a~a <= mod(a,n)=mod(a’,n) (per Konstruktion)

=> mod(a’,n) = mod(a,n)
— d~a (per Konstruktion).

Transitivitdt: Seien a,d’, a” € Z beliebig. Zu zeigen: a ~ o’ und ¢’ ~ a” = a ~ a”.
Es gilt

’n)und mod(a’,n) = mod(a”,n)

a~dundad ~a’ <= mod(a,n) = mod(a
(per Konstruktion)
= mod(a,n) = mod(a”’,n)

<= a~a"” (per Konstruktion).

Darum erfiillt (Z, ~) die Axiome einer Aquivalenzrelation. |

Bemerkung. Es gibt einen einfacheren Ansatz. Zunachst beweist man das allgemeine Lemma: Fiir jede
Aquivalenzrelation (Y, ~) und jede Relation (X, R), falls eine Funktion f: X — Y existiert, so dass
Vo2’ € X : (z,2') € R < f(z) ~ f(z'), so gilt dass (X, R) eine Aquivalenzrelation ist. Und jetzt wendet
man dies auf unseren Kontext an: Wir die Aquivalenzrelation ({0,1,2...,n — 1},=) und die Relation
(Z,~) und eine Abbildung f:a € Z— mod(a,n), fir die Va,a' € Z: (a,a’) e~< f(a) ~ f(a') per
Konstruktion gilt. Darum ist (Z, ~) eine Aquivalenzrelation.

(b) Behauptung. Es gibt n Aquivalenzklassen. O

Beweis. Betrachte die Abbildung
p  Z/~ — {0,1,...,n—1}
: [a] +~— mod(a,n)
Es reicht aus zu zeigen, dass p eine wohldefinierte Bijektion ist.
Wohldefiniertheit: Sei C' € Z/ ~ beliebig. Seien a,a’ € Z mit [a] = C und [a] = C.
Zu zeigen: mod(a,n) = mod(a’,n).
Aus [a] = C = [a/] folgt a ~ o’ und damit per Konstruktion mod(a,n) = mod(a’,n). Darum
ordnet p einen eindeutig Wert [a] zu.

Injektivitat: Seien C,C’ € Z/ ~ beliebig. Zu zeigen: p(C) = p(C") = C = C".
Wihle zunéchst a,a’ € Z, so dass C = [a] und C' = [a’]. Dann gilt
)

p(C) =p(C") == mod(a,n) = mod(a’,n)
— a~ad

= (C=[a] =[d]=C"

Surjektivitat: Sei k€ {0,1,...,n — 1} beliebig. Zu zeigen: k € p(Z/ ~).
Setze C' = [k] € Z/ ~. Dann p(C) = mod(k,n) = k.2 Also gilt k € p(Z/ ~).

Darum ist p eine Bijektion. Also gilt |Z/~| =1{0,1,...,n — 1}| = n. [ |

(c) Laut der Berechnung in Aufgabe 2(b) gilt Z/ ~ = {[0],[1],...,[n — 1]}. Fiir jedes k € {0,1,...,n — 1}

8Seien g€ Zund r€ {0,1,...,n—1} mitgn+7r = k. Dak,r € {0,1,...,n—1}, gilt gn = k—r € Z ~n (—n,n). Das heiBt,
k — r ist eine durch n teilbare ganze Zahl in (—n,n). Die einzige solche Zahl ist 0. Also kK — r = 0. Also mod(k,n) =r = k.
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lisst sich die Aquivalenzklasse [k] wie folgt als Teilmenge beschreiben

[k] = {a€Z|a~ k}per Definition
{a € Z | mod(a,n) = mod(k,n)}
{a € Z | mod(a,n) = k}

= {a€Z|3qeZ:a=qn+k}
{an+ k[ qeZ}

= Z-n+k.

Also lassen sich die Aquivalenzklassen durch die Teilmengen {Z -n + k | k€ {0,1,...,n — 1}} darstellen.

Aufgabe 4-3

Behauptung. Fiir n € N bezeichne mit ®(n) die Aussage, dass fiir alle Mengen X, Y mit | X| =|Y|=n
[{f | f eine Bijektion zw. X und Y}| = nl. (41)

Dann gilt ¥n € N : ®(n). O

Beweis (Ansatz ). Sei n € N und seien X, Y n-elementige Mengen. Sei (21,22, ...,2,) eine Auflistung

der Elemente in X. Um eine Injektion zw. X und Y zu definieren, wahlt man zuerst ein Element y; € Y fiir
x1 (dafiir gibt es n Moglichkeiten), dann ein Element y5 € Y for zo (dafiir bleiben n— 1 Méglichkeiten iibrig),
usw. Darum gibt es insgesamt n - (n — 1) - - -+ 1 = n! Injektionen zwischen X und Y. Da X und Y endlich
und gleichméchtig sind, ist jede Injektion zwischen diesen Mengen automatisch surjektiv und damit bijektiv.
Darum gibt es n! Bijektionen zwischen X und Y. B (Ansatz 1)

Beweis (Ansatz Il). Wir beweisen die Behauptung per Induktion iiber n.

Induktionsanfang: Sei n = 1. Fiir 1-elementigen Mengen X, Y, gibt es offensichtlich exakt eine
Funktion zwischen X und Y, und dies ist eine Bijektion. Darum gilt (4-1).

Induktionsvoraussetzung: Sei n > 1. Angenommen, ®(n — 1) gilt.

Induktionsschritt: Seien X, Y beliebige n-elementige Mengen. Zu zeigen: (4-1) gilt.
Fixiere xp € X. Beobachte, dass fiir alle yo € Y die Mengen X' := X \ {zo} und Y’ := Y \ {yo}
beide n — 1-elementig sind. Betrachte nun die Abbildung
F : {g]¢Bij. zw. X\ {xo} und Y\ {zo}} — {f]|fBij.zw. X und Y, f(x0) = yo}
: g = g {(%0,0)}-

Das heiBit, jede Bijektion g : X \ {0} — Y \ {yo} wird durch F zu einer Funktion von X nach Y
fortgesetzt, indem das zusatzliche Element, x(, auf yy abgebildet wird. Es ist einfach zu sehen,
dass F' wohldefiniert ist, d. h. fiir jede Bijektion g : X \ {0} — Y \ {yo}, es gilt, dass F(g) eine
wohldefinierte Funktion zwischen X und Y ist und weiterhin ist dies eine Bijektion. AuBerdem
ist es klar, dass die Abbildung

G : {f]|fBij.zw. X und Y, f(z0) =yo} — {g]¢gBij. zw. X\ {zo} und Y \ {x0}}
: f = flx\(woyx ¥\ (w0}
die Abbildung F' nach rechts und links invertiert. Also ist G eine Bijektion. Daraus folgt per
Definition von Kardinalitat

[{f | fBij.zw. X und Y, f(20) = wo}| = I{g|gBij. zw. X\ {zo} und Y\ {zo}}| (4-2)
= (n—1)!aut IV.

Anderseits  ist ({f | fBij.zw. X und Y, f(x0) = yo})yoey eine Partition ~ von
{f | fBij. zw. X und Y'}. Darum gilt

{f [ fBijzw. X und Y} = [U,ey{f | fBij.zw. X und Y, f(z0) = yo}|

= Zyoey {f | fBij.zw. X und Y, f(z0) = 9o}
wegen paarweise Disjunktheit

Wy =D =|Y]-(n=1)! =n-(n— 1)l = nl.
Also gilt (4-1).

Darum gilt ®(n) per Induktion fiir alle n € N. B (Ansatz I1)
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Ubungsserie 5
Woche 5

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 5-1
Fixiere eine natiirliche Zahl n € Ny. Sei a; € {0,1,...,10 — 1} die eindeutige Zahlen, so dass
no= e, a;10°
gilt.
(a) Behauptung. 3 |n < 3|y, ai O

Beweis. Beachte zunichst, dass 10 =1 mod 3. Also gilt modulo 3
n = ZieNo aili = ZiENo a;.
Folglich gilt

3|ln <= n=0 mod3 < ZieNoaiEO mod 3 < 3|ZieNoai

wie behauptet. |
(b) Behauptung. 11[n < 1|3, (—1)'a;. O
Beweis. Beachte zunichst, dass 10 = —1 mod 11. Also gilt modulo 11
no= Yy, ai(-1)"
Folglich gilt
1|n < n=0modll <= 3},  a=0 modll <= 11| (-1)a
wie behauptet. u

Aufgabe 5-2

(a) Seien a = 142 und b = 84. Wir berechnen ggT(a,b) mittels des Euklidischen Algorithmus (siehe [Sin20,
Satz 3.4.7]).

Restberechnung (symbolisch) | Restberechnung (Werte)
a=b-q+nr 142 =84-1+ 58
bZTl‘QQ+T2 84 =581+ 26
L ="T2-q3+ T3 58 =26-2+6
To =73:q4+ T4 26=6'4+
T3 =74 (s + 75 6=2-340

Darum gilt ggT(a,b) = ry = 2.




(b)

Behauptung 5-1 Seien a,b,c € Z mit a,b # 0. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) 3z, yeZ:ax+by=c
(i) ggT(a,b)|c
%

Beweis. Fixiere zunichst d := ggT(a,b). Da a,be Z\ {0}, ist d € N eine wohldefinierte positive Zahl.

((bi)==(bii)). Angenommen, az + by = c fiir ein z,y € Z.
Da z,y € Z, erhalten wir ¢ = az + by = 0z + 0z = 0 modulo d.
Also ggT(a,b) =d|ec.

((bii)=(bi)). Angenommen, ggT(a,b) |c.

Dann existiert ein k € Z, so dass ¢ = k - ggT(a,b).

Laut des Lemmas von Bézout (siehe [Sin20, Lemma 3.4.8]) existiere nun u,v € Z, so dass ggT(a,b) =
au + bu.

Daraus folgt ¢ = k - ggT(a,b) = aku + bkv.

Da ku, kv € Z, haben wir (bi) bewiesen. [ |

Aufgabe 5-3

(a)

(b)

Sei H := Z/2Z7 die (abelsche) Gruppe von Restklassen modulo 2 unter Addition.

Sei G := H x H mit Neutralelement e = ([0],[0]) und versehen mit der Produktstruktur.

Als Produkt von (abelschen) Gruppen ist G automatisch eine (abelsche) Gruppe. Und offensichtlich hat
G genau |G| = |H x H| = |H| - |H| = 2- 2 = 4 Elemente.

Es bleibt zu zeigen, dass Vae G : a*a = e.

Sei also a = ([k],[j]) € H x H = G ein beliebiges Element. Es gilt

axa = ([k],[5]) = ([F],[7])
([K] + [&], [4] + [51)

([k + K], [j + 1)
([2&], [241) = ([0}, [0]) = e,

da2=0 mod 2.
Also ist unsere Konstruktion von GG ein passendes Beispiel.

Behauptung. Sei (G, #,e) eine Gruppe. Angenommen, Va € G : a * a = e. Dann ist G kommutativ. {

Beweis. Beachte zunichst, dass wegen Eindeutigkeit des Inverses die Annahme zu
VaeG:at=a (5:1)

dquivalent ist.
Zu zeigen: Fiir alle a,be G gilt axb=0b=a.
Seien also a,b € GG beliebige Elemente. Es gilt

(51) (51)

axb atxb7t = (bxa)t b+ a.

Also ist G eine kommutative Gruppe. |
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Woche 6

Ubungsserie 6

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man

seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 6-1

Es sei X eine Menge und R = P(X). Auf R definiere man die folgenden Verkniipfungen:

A+ B
A-B

fur alle A, B € R.

AUuB\(An B)
AnB

(a) Die Additions und Multiplikationstabellen fiir eine 3-elementige Menge, X = {a,b,c}, sehen wie folgt

aus:

+ 0 {c} {b} {b, ¢} {a} {a, c} {a,b}  {a,b,c}
[} 0 {c} {b} {b,c} {a} {a,c} {a,b}  {a,b,c}
{c} {c} 0 {b, c} {b} {a,c} {a}  {a,b,c}  {a,b}
{b} {b} {b,c} 0 {c} {a,b}  {a,b,c}  {a} {a,c}
{b, c} {b,c} {b} {c} 0 {a,b,c}  {a,b}  {a,¢} {a}
{a} {a} {a,c}  {a,b} {a,b,c} 0 {c} {b} {b,c}
{a,ct | {a,c} {a}  {a,b,c}  {a,b} {c} 0 {b, c} {b}
{a,0} | {a,b}  {a,b,c}  {a} {a, c} {b} {b,c} 0 {c}
{a,b,c} | {a,b,c} {a,b} {a,c} {a} {b,c} {b} {c} 0]

: 0 {cp {8} {b,c} {a} {a,c} {a,b} {a,b,c}

0 0 0 [} 0 [ [ [ [

€ 0 q 0 (0 {0 )

o |0 0 {o} {o} 0 0 {b} {b}

{boet |0 A} {0} {boc} 0 {c {0} {bc}

fa} 10 0 0 0 {a} {a}  {a} {a}

{a,c} |0 {4 0 {e¢} A{a} {a,c} {a}  {a,¢}

{a, 0y |0 0 {op {8} {a} {a} {a;b} {a,b}

fahe |0 () (B (bel {0} fac) {abl {abe)

Der Additionstabelle ist zu entnehmen, dass ‘(Z) das NuIIeIement‘ (d.h. additives Neutralelement) ist.

Der Multiplikationstabelle ist zu entnehmen, dass ‘{a,b,c} das Einselement‘ (d. h. multiplikatives

Neutralelement) ist.




(b) Sei nun X eine allgemeine Menge.
Behauptung 6-1 (R, +,-,0, X) bildet einen kommutativen Ring, wobei R = P(X).

Es gibt hier zwei Ansitze.

Beweis (von Behauptung 6-1, Ansatz |). Wir gehen einfach alle Axiome durch. Zunichst aber beob-
achten wir fiir alle A, Be R und x € X, dass

zeA+B 28 1e(AUB)\(AnB)

<= 1z in A oder B, aber nicht beides (6-1)
<= 1z in exakt einem von A, B.

Darauf werden wir uns in einigen Berechnungen berufen.

Addition/Assoziativitat: Seien A, B,C € R beliebig. Zu zeigen: (A+ B) + C = A+ (B + ().
Da es sich auf beiden Seiten der Gleichung um Mengen handelt, reicht es aus, fiir alle x € X
zu zeigen, dass € (A+ B) + C gdw. € A+ (B + C).
Sei also x € X beliebig. Es gilt
reA+(B+C) &y exakt eines von x € A oder x € B + C gilt

61
1 exakt eines von z € A oder (exakt eines von x € B oder z € C) gilt

<= exakt eines von z € A oder x € B oder z € C gilt
<=z in exakt einem von A, B, oder C

und
re(A+B)+C &y exakt eines von x € A + B oder z € C gilt
(6:1)

<= exakt eines von (exakt eines von x € A oder z € B) oder x € C gilt
<= exakt eines von z € A oder x € B oder x € C gilt
<=z in exakt einem von A, B, oder C

Darum gilt z € A+(B+C) < z € (A+B)+C firallex € X. Also A+(B+C) = (A+B)+C
fiir alle A, B,C € R. Also ist (R, +) assoziativ.

Addition/Kommutativitdt: Seien A, B € R beliebig. Zu zeigen: A + B = B + A.
Es gilt

A+B " auB)\AnB) ¥ BuA\BAA) " Bya

wobei die Gleichung bei (%) gilt, weil die Mengenoperationen, n und U, bekanntermaBen
kommutativ sind. Also ist (R, +) kommutativ.

Addition/Nullelement: Wir behaupten, dass 0 := () das additive Neutralelement ist. Sei also
A € R beliebig. Zu zeigen: A+0=0+ A = A.
Wegen Kommutativitat reicht es aus, A + 0 = A zu zeigen. Es gilt

A+0 P AU\ (AnD) = A\D = A4
Also ist () ein Neutralelement fiir (R, +).
Addition/Inverses: Sei A € R beliebig. Zu zeigen: Es gibt ein Element A’ € R, so dass A'+ A =

A+ A =0.
Wir betrachten als Méglichkeit A’ := A:
A+A = A+A " (A0A\(AnA) = A\A = 0.

Da wie bereits gezeigt, () ein Neutralelement in (R, +) ist, haben wir somit bewiesen, dass A
sein eigenes additives Inverses ist.

Multiplikation /Assoziativitdt: Da die Mengenschnittoperation bekanntermaBen assoziativ ist, ist
hier eigentlich nichts zu zeigen.

Multiplikation /Kommutativitat: Da die Mengenschnittoperation bekanntermaBen kommutativ
ist, ist hier eigentlich nichts zu zeigen.

Multiplikation/Einselement: Wir behaupten, dass 1 := X das multiplikative Neutralelement ist.
Sei also A € R beliebig. Zu zeigen: A-1=1-A = A.
Wegen Kommutativitat reicht es aus, A -1 = A zu zeigen. Es gilt
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A1 = AnX =A,
weil A e R =P(X) und damit A € X gilt. Also ist X ein Neutralelement fiir (R, ).
Linksdistributivitat: Seien A, B,C € R beliebig. Zu zeigen: A- (B+C) = (A-B)+ (A-O).
Da es sich auf beiden Seiten der Gleichung um Mengen handelt, reicht es aus, fiir alle x € X

zu zeigen, dassx € A- (B+C) gdw. z€ (A- B) + (A- C).
Sei also x € X beliebig. Es gilt

zeAd - (B+0) &8 2eAn(BUO)\(BnO))
((g z in A und x in exakt einer der Mengen B, C'

<= 1 in exakt einer der Mengen An B, AnC
Y se@-B)+(A-0)
Also gilt A- (B+C) = (A-B)+ (A-C). Also weist (R, +,-) linksdistributivitit auf.

Rechtsdistributivitdt: Da Multiplikation kommutativ ist, folgt Rechtsdistributivitdt automatisch
aus Linksdistributivitat.

Darum erfiillt (R, +, -) die Axiome eines Rings und dieser Ring hat ein Einselement und heiBt kommutativ,
weil hier Multiplikation kommutativ ist. |
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Beweis (von Behauptung 6-1, Ansatz Il). Ein scharfes Auge erkennt, dass wir Teilmengen von X
mit bindren Tupeln identifizieren kann. Vielmehr wollen wir diese Menge von bindren Tupeln mit einer
bekannten algebraischen Struktur in Verbindung setzen, also betrachten wir konkret die Abbildungen

& ¢ [LexZPRZ — PX)

a —  supp(a):={re X |a, =1}
v o p(X) — [ LexZ/2Z
A —  (1a(z))zex

um Elemente aus dem einen Raum auf Elemente aus dem anderen zu iibertragen. Nun ist Z/27 bekann-
termaBen ein kommutativer Ring (eigentlich ein Kérper). Darum ist das Produkt [ [, . Z/2Z, versehen
mit punktweise Addition und punktweise Multiplikation, ebenfalls ein kommutativer Ring.

Darum reicht es aus zu zeigen, dass ® eine Bijektion ist, die die Operationen erhalt (auch Isomorphismus
genannt).

Bijektion: Wir beobachten, dass

BU(A) = freX|U(A), =1
= {xeX|1la(x)=1}
= {zeX|xze A} = A

fir alle A e P(X) und

U(@(a) = (la)(®))zex
= (Lipexja, =13(7))zex
B 1 @ ze{d’eX|ay=1}
0 : sonst >;ceX

<{1 : aw=1> () o
= . _ = r)reX =
0 : a;=0 ) €

fir alle a € [[,cx Z/2Z. Also ® o ¥ = id und ¥ o ® = id. Darum sind ® und ¥ Bijektion
(und invertieren einander).

Erhaltung der Operationen: Seien o, 5 € [ [,y Z/2Z. Zu zeigen: (o + 3) = ®(a) + O(p)
und &(a- B) = &(a) - D(B). Es gilt

la+p) = {reX|[(a+f.=1}
= {zeX|ay+ B, =1},
da Operationen auf [ [, Z/2Z punktweise definiert sind
= {reX|a, =1od. (8, =1, aber nicht beides}
= {reX|a,=1}uv{zeX|B,=1})
\{zeX|a,=1}n{zeX | B, =1})
= (P(a) uP(P))\ (P(a) " ®(B)) per Konstruktion von &
= ®(a)+ D(B) per Definition von Addition in R

und

Dla-f) - {weX|(a-B)—1)

= {zeX|a, B, =1},
da Operationen auf [ [, Z/2Z punktweise definiert sind

= {reX|a,=1und. B, =1}
= {zeX|a,=1}n{zeX|B, =1}
= ®(a) nP(B) per Konstruktion von @
= ®(a)-D(B) per Definition von Multiplikation in R.

Darum préaserviert @ die Operationen.
Zusammegefasst haben wir gezeigt, dass (P(X), +,-) zu dem kommutativen Ring, ([ [,cx Z/2Z,+,-)

isomorph ist (und zwar mittels ®), und damit dass (R, +, -) selbst ein kommutativer Ring ist. ]

Bemerkung. Aus diesem Beweis geht hervor, dass das Nullelement durch ®((0),ex) = @ und das
Einselement durch ®((1),ex) = X gegeben sind.
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Aufgabe 6-2

Wir identifizieren C mit R? mittel der Abbildungen

zeC (?;8) e R?,

xeR? — 1z, +wyeC.

(a) Behauptung. Fiir alle z € C\ {0} existieren eindeutige Werte r € (0,0) und o € [0,27), dann
z=r- (COS(O‘)> (unter der o.s. Identifizierung). O

sin(ar)
Beweis. Unter der Identifizierung kdnnen wir z = () schreiben, wobei z,y € R. Da z # 0 = (), muss
entweder x # 0 oder y # 0 gelten.

Zur Existenz: Sei r := /22 4+ y2. Dann r > 0 weil (z,y) # (0,0).
Um « zu bestimmen, werden folgende Fille aufgefiihrt:

Fall 1. y = 0. Dann = # 0 und in diesem Falle gilt r = |z|. Man setze o := { 2 iig .

T x>0

s i <0 = 2z und rsin(a) = 0.

Dann rcos(a) := {

Fall 2. y > 0. Man setze o € (0, ) der eindeutige Winkel mit cos(a) = 7. Dann r cos(a) = x und
rsin(a) = 7"\/1 —cos?(a) = \/TQ — (reos(a))? = \/(:zc2 +y?) -2 =y’ =y =v.
Fall 3. y < 0. Man setze a € (7, 27) der eindeutige Winkel mit cos(a) = £. Dann 7 cos(a) = z und

TSin(a)ZT'*WZ* r2 — (r cos(a)) =f\/m=f y2 =

—lyl =y
Darum gilt in allen Fillen 7 - (COS(O‘)) = (TCOS(Q)) =(y) ==z

sin(a) rsin(a) Y

Zur Eindeutigkeit: Seien 7; € (0,00), a; € [0,27) mit r; - (COS(O”)) = 2 fiir i € {1,2}. Zu zeigen:

sin(a;)
r1 =719 und a3 = as. Es gilt

r? = 7r}(cos?(ay) + sin®(ay))

1
= (rpcos(aq))? + (rsin(aq))?
= 22442
= (rgcos(az2))? + (resin(a))?
= r2(cos?(ay) + sin*(az)) = r3
woraus sich ergibt, dass 1 = r3, weil 71,79 > 0. Da 1,72 > 0, folgt
cos(on) ri cos(a1) ro_moreeos(an) )
™ ™ T2 2
) r1sin(ay) y Yy r9 sin(ag) )
sin() = ——— = = = = = ——= = sin(ag)
! ™ T2 2

Da aj,ay € [0,27) und wegen Injektivitdt von cos auf [0,7) und [m,27) und der Symmetrie um T,
erhalten wir aus cos(ay) = cos(aw), dass (i) oy = ag oder (ii) a3 = 27 — g gelten muss.

Falls (ii) gilt, so gilt sin(a1) = sin(27 — ag) = —sin(asg). Da aber sin(a;) = sin(ag), folgt daraus
sin(ag) = 0, und damit (iii) az = 0 oder (iv) 7. Falls (iii) gilt, so gilt wegen (i) @y = 27 — 0 = 27, was
ein Widerspruch ist, weil o € [0, 2). Darum muss (iv) gelten. Wegen (ii) gilt also iy = 27— = 7 = ao.
Zusammegefasst gilt entweder (i) a1 = s oder (ii), aus dem sich (iv) ergibt, was wiederum a1 = as
zur Folge hat. D. h., in allen Fillen gilt a3 = as.

Darum gelten vy = 5 und a3 = as. Also ist die Darstellung eindeutig. |
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(b) Behauptung. Seien zy,z5 € C\ {0} mit Darstellungen z; = r; - (COS(C“)) fiir i € {1,2}. Dann gilt die

sin(ay)

Rechenregel 2125 = rirs - (Z?;((;“iigj)) ) O
Beweis. Multiplikation in C liefert

21z o (me(zl) me(zg)—jm(zl) jm(ZQ) )

1<2 Re(z1) Im(z2)+NRe(21) Im(z2)
_ 71 cos(aq) r2 cos(az)—ry sin(ay ) ra sin(asz) )
- r1 cos(aq)-r2 sin(ag)+ry cos(aq)-re sin(as)

= mn (DR
= e (S
Die letzte Vereinfachung folgt aus der trigonometrischen Additionsregel. |
(c) Behauptung (de Moivre). Seiz € C\{0} mit Darstellungen z = r- (Z?;((g)) ) Dann gilt die Potenzregel
2 =7r". (ifs((zz))) fiir alle n € N. O

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion iiber n.
Induktionsanfang: Die Gleichung gilt offensichtlich fiir n = 1.

Induktionsvoraussetzung: Sei n > 1. Angenommen, 2"~1 = pn 1. (R0 ).
sin((n—1)a)

Induktionsschritt: Zu zeigen: =" =" (517 ).
Per rekursive Definition vom Potenzieren gilt zunichst 2™ = 2"~1.z (Multiplikation innerhalb
der Algebra C). Aufgabe 6-2(b) zur Folge gilt somit
P R (COS((nfl)a)> e (COS(a)>

sin((n—1)«) sin (o)

@)ty (oot

- sin((n—1)a+a)

_ n cos(na)

- T (sin(na) ) .
Darum gilt die Gleichung fiir n.

Also gilt die Gleichung fiir alle n € Ny. ]

Bemerkung. Wir kdnnen eigentlich zeigen, dass dies fiir alle n € Z gilt. Fiir n = 0, gilt 20 =140 =

(6) = 1° - (5200) ). Fiir n = —1 liefert uns die Rechenregel fiir Multiplikation innerhalb C, dass

1. (Z:’;é:z;) eine hinreichende Konstruktion fiir ein Inverses von z ist, und darum ist dies wegen

Eindeutigkeit des Inverses gleich z~'. Fiir n < 0 allgemein wenden wir schlieBlich 2" = (z~1)I"l =
et (S D= e () ) = e (St ) an. 0
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Aufgabe 6-3

Es sei K ein Korper und F' := K x K versehen mit den Operationen +,-: F' x F' — F, definiert vermoge

fir a

(@h) + (@) = (a+d,b+V)
(a,b) - (a’,b) = (aa’ — bV, ab' + a'b)

lle a,b,a’,b € K.

Wir werden folgendes klassifizierendes Ergebnis verwenden, um die Aufgaben zu behandeln (und dieses Resultat

dann

Satz

(a

anschlieBend beweisen).
6-2 (F,+,-) ist genau dann ein Korper, wenn a® + b # 0 innerhalb K fiir alle (a,b) € F'\ {(0,0)}. O
) Behauptung. Sei K = Fy = Z/2Z. Dann ist (F,+,-) kein Kérper. O

(b

Beweis. Da (a,b) := (1,1) € F\ {(0,0)} und a®> + > = 1 + 1 = 0 innerhalb K = Z/2Z, ist Satz 6-2
zufolge F kein Korper. Es scheitert genau das Axiom der Existenz multiplikativer Inverser. (Nichtsdesto-
trotz bildet F' einen kommutativen Ring mit Einselement.) ]

) Behauptung. Sei K = F3 =Z/3Z. Dann ist (F,+,-) ein Kérper. O

Beweis. Laut Satz 6-2 reicht es aus fiir alle (a,b) € F'\ {(0,0)} zu zeigen, dass a? + b? # 0 innerhalb
K =7/3Z. Sei also (a,b) € F\ {(0,0)} beliebig. Da a # 0 oder b # 0 gibt es folgende Fille:

Fall 1. a =0,b# 0. Dannb=+1 mod 3. Alsoa®> + > =0+1=1%£0 mod 3.
Fall 2. a #0,b=0. Danna=+1 mod 3. Alsoa®> +b? =14+0=1%0 mod 3.
Fall 3. a #0,b# 0. Danna,b=+1 mod 3. Alsoa®? +b?> =1+1=2%0 mod 3.
Also gilt in jedem Falle a? + b% # 0. Darum bildet F' einen Korper. |

Um Satz 6-2 zu beweisen, brauchen wir zunichst folgendes Zwischenresultat.

Lem

ma 6-3 (F,+,:) ist genau dann ein Kérper, wenn in der Teilstruktur (F,-) multiplikative Inverse exis-

tieren fiir jedes Element. 0

Beweis (von Lemma 6-3). Da die Teilstruktur, (F,+), durch die Produktstruktur (K,+) x (K, +)
gegeben ist, dessen Faktoren all kommutative Gruppen sind, ist (F, +) eine kommutative Gruppe. Das
heiBt, die Additionsaxiome unter den Korperaxiomen sind allesamt erfiillt. (Insbesondere ist das Null-
element durch O = (0,0) gegeben.)

Bei den Multiplikationsaxiomen sehen wir dass Kommutativitat offensichtlich gilt, weil die o.s. Defi-
nitions von Multiplikation in den Argumenten offensichtlich symmetrisch ist, und weil die Operationen
in K kommutativ sind. Es gilt auch (a,b)-(1,0) = (a-1—b-0,a-0+1-b) = (a,b), sodass 1r := (1,0)
das Einselement von F ist. Assoziativitdt von Multiplikation ist auch erfiillt, weil
(a,b) . ((a/’b/) . (a//’b//)) — (a’b) . (a/a// _ b/b//,a/b// _|_ a//b/)
— (a(a/a// _ b/b//) _ b(a/b// JF a/lbl)’ a(a/bll + a//b/) + (a/all _ b/b//)b)
= (ad'd” — abl't" — ba'b" — ba"V,ad't’ + aa”b + a’a’b — v'b"b)
= ‘ (ad'a” — ab't’ — a'bb" — a" bV, ad’b” + aad”b’ + a’a"b — bV'D")

und

((a,b) - (a’, V) - (a",b") = (aa’ —bb,ab + a'b) - (a”, V")
((aa” = bb")a" — (ab' + a'b)V", (aa’ — bV )" + a”(ab’ + a'b))
= (ad'a” —bb'a" — ab'b" — a'bb", aa’t’ — bO'D" + a”ab’ + a”a'b)
‘ (ad’a” — ab't" — a'bb" — a" b, aad'd” + aa”"b’ + a’a"b — bO'D")
= (a,0)-((d,b') - (a”,0"))

fiir alle (a,b), (a/,b), (a",b") € F. Darum ist (F,-) assoziativ, kommutativ, und hat ein Neutralelement.

Wegen Kommutativitdt von Multiplikation in F, ist Distributitivitdt zu Linksdistributivitat dquivalent,
und da
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(a,b) - (/1) + (", b)) = (a,b)-(a +a",b +1b")

= (a(a’ +a") — b(H' + b"), a(b/ + V") + (a + a”)b)

= ((aa’ — bY') + (ad” — bB"), (abl + a'b) + (ab” + b))
(
(

= (aad’ = bb,ab + da'b) + (aa” — bV, ab” + a"b)
a,b) - (a',0') + (a,b)/cdot(a”, V")

fiir alle (a,b), (a’,b'), (a”,b") € F, ist dies erfiillt.

Darum erfiillt (F,+,-) jedes Axiom eines Kdrpers, evtl. bis auf das Axiom fiir multiplikative Inverse.
Darum gilt: (F, +,-) bildet einen Kérper <> jedes Element in F'\ {0z} hat ein multiplikatives Inverses.
B (Lemma 6-3)

Jetzt kdnnen wir uns dem Beweis von Satz 6-:2 widmen

Beweis (von Satz 6-2). Laut Lemma 6-3 gilt (F, +, ) ein Kérper gdw. jedes Element in F' hat ein multipli-
katives Inverses. Darum reicht es aus zu zeigen, dass

V(a,b) € F\{Op}:3(d,b/) € F: (a,b)-(a/,V/) =1p <= V(a,b)e F\{0p}:a?>+b%>#0
gilt.2

(==). Angenommen, a? + b* # 0 fiir alle (a,b) € F\ {Op}.

Sei (a,b) € F\ {Op} beliebig. Zu zeigen: (a,b) sei innerhalb F invertierbar.

Per Annahme gilt nun r := a? + b?> # 0 und somit ist 7 innerhalb K invertierbar. Setze (a’,b') :=
(r~Ya,—r~1b). Dann

(a,b) - (a/,b') = (a-r7ta—b(=r71b),a(—r"1b) + (r~ta)d)
= (ra®+1v%),0
= (7,71,,,’ O)
= (LO)
1p.

Also ist jedes (a,b) € F'\ {Op} innerhalb F' invertierbar.

(=). Angenommen, jedes Element in F'\ {Or} sei invertierbar.

Wie oben erklart, ist (F,+,-) somit ein Korper.

Sei (a,b) € F\ {OF} beliebig. Zu zeigen: a® + b* # 0.

Da (a,b) # 0 = (0,0), gilt a # 0 oder b # 0 und damit gilt auch (a,—b) € F'\ {OF}.

Da F ein Korper ist, sind (a,b) und (a, —b) und folglich auch das Produkt (a,d) - (a, —b) invertierbar.
Da F ein Korper ist, bedeutet dies wiederum, dass (a,b) - (a, —b) # Op gilt. Nun,

(a,b) - (a,—b) = (aa—0b(=b),a(=b) +ab) = (a®+1%0).
Darum gilt (a® + b?,0) = (a,b) - (a, —b) # 0F = (0,0), woraus sich a* + b* # 0 ergibt. B (Satz 6-2)

&Man beachte: Wegen multiplikativer Kommutativitit folgt aus (a,b) - (a’,b') = 1p, dass auch (a’,V') - (a,b) = 1 gilt.
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Woche 7

Ubungsserie 7

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man

seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 7-1

Betrachte den Vektorraum V := Abb(R,R) iiber dem Kéorper R. Wir bezeichnen mit 0(-) die konstante
Funktion, die iiberall gleich O ist. Dies ist zufalligerweise auch das Nullelement von V.

(a) Behauptung. Seien a,b € R beliebig. Dann Uy :={f eV ] fla) = f(b)} ein Untervektorraum

(»linearer Unterraumsx).

O

Beweis. Wir gehen die Axiome aus der Definition durch:

(NL) Offensichtlich gilt 0(-) € U;, da diese Funktion iiberall und damit insbesondere auf {a, b}

gleich ist. Also, U; # 0.

(LK) Seien a, 5 e R und f,g € Uy. Zu zeigen: a- f + 3-ge Uy

Es gilt
(a-f+B-9)(a)

Hier gilt (x), weil f,g € Uy.

Darum gilt per Konstruktion, dass a- f + 3 - g € U;.

Darum bildet U; einen Untervektorraum.

(b) Behauptung. Seien a,b € R beliebig. Dann

’ kein Untervektorraum ‘

= a f(a)+6-ga)
© o fb)+ B g0)
— (a-f+B-g)b)
||
ist Uy == {f € V | fla) = f(b) = 1}
O

Beweis. Offensichtlich ist der Nullvektor, 0(-), nicht in Us, da 0(a) = 0 # 1. Darum kann Us kein
Untervektorraum sein. (Siehe [Sin20, Lemma 5.1.3].) |

Alternativ fiir die =-Richtung kann man folgendermaBen argumentieren: die konstante Funktion 1(-)
liegt in Uy, aber 0-1(-) ¢ Us, sodass Uy nicht unter Skalarmultiplikation stabil ist.

(c) Behauptung. Die Teilmenge Us := {f € V| f injektiv} ’ ist kein Untervektorraum‘ von V. O
Beweis. Offensichtlich ist der Nullvektor, 0(-), nicht in Us, weil diese konstante Funktion nicht injektiv
ist. Darum kann Us kein Untervektorraum sein. (Siehe [Sin20, Lemma 5.1.3].) |

(d) Behauptung. Die Teilmenge Uy := {f € V| f surjektiv} ’ ist kein Untervektorraum‘ vonV. O

Beweis. Offensichtlich ist der Nullvektor, 0(-), nicht in Uy, weil die konstante Funktion nicht surjektiv
ist. Darum kann Uy kein Untervektorraum sein. (Siehe [Sin20, Lemma 5.1.3].) |



Aufgabe 7.2

(a)

(b)

(c)

Behauptung. Sei K = Q. Dann sind v; = (é) Vo = (%) und v3 = ( %1) iber K

’ linear unabhé’ngig‘. O

Beweis. Es reicht aus, den (Zeilen)rang der Matrix

zu untersuchen. Wir berechnen

Reduktion der Matrix, A, mittels des GauBverfahrens:
Zeilentransformationen Zy « 3 - Z1 — Zy und Z3 «~ 2 - Z1 — Z3 anwenden:

1 2 2
0 4 5
0 3 5

Zeilentransformation Z3 <~ 4 - Z3 — 3 - Z5 anwenden:

2 2
0 5
0 0

Der Zeilenstufenform entnimmt man, Rang(A) = 3. Darum sind alle 3 Vektoren, {v1,va,vs}, linear

unabhangig. |
Behauptung. Sei K = [F5. Dann sind vi = (é) vy = (%) und vsg = (i) liber K
’ nicht linear unabhé’ngig‘. O

Beweis. Es reicht aus, den (Zeilen)rang der Matrix
1 3 2
A = 2 21
2 1 4

zu untersuchen. Um dies zu bestimmen, kénnen wir das GauBverfahren anwenden. Da wir in F'5 arbeiten,
geniigt es, die Matrix iiber Z zu behandeln, und lediglich in den Zeilenoperationen Vielfache von 5 zu
vermeiden. Da die Matrix dieselbe ist wie in Aufgabe 7.2(a) und in dem GauBverfahren dort Vielfache
von 5 vermieden wurden, ist das Resultat

0 (=0)
0 0 5(=0)
Der Zeilenstufenform entnimmt man, Rang(A) = 2. Darum sind nur 2 der Vektoren, und zwar {v1, vy},
linear unabhangig. Der Vektor, v3, hingegen, hdngt linear von diesen ab. |
1+2 7
Behauptung. Sei K = C. Dann sind v; = (%) Vo = (1;22 ) und vz = (%:2) liber K
’ nicht linear unabhé)‘ngig‘. o

Beweis. Es reicht aus, den (Zeilen)rang der Matrix

1 142 7
A = 7 —1 1—2
0 1—-2¢2 2—1

zu untersuchen. Wir berechnen
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Reduktion der Matrix, A, mittels des GauBverfahrens:
Zeilentransformation Zy <~ 1+ Zo + Z; anwenden:

1 1+ 1
0 242 14+2
0 1—2¢ 2—1

Zeilentransformation Z3 <~ 1 - Z3 — Z5 anwenden:

1+q ?
0 142

0 0 0

Der Zeilenstufenform entnimmt man, Rang(A) = 2. Darum sind nur 2 der Vektoren, und zwar {v1,vs},
linear unabhangig. Der Vektor, vs, hingegen, hdngt linear von diesen ab. |

Wir betrachten nun dieselbe Aufgabe, nur liber R statt C:

1 1 0
0 1 1
Behauptung. Sei K = R. Dann sind vi=| 9] va= Ol und vs=| 2 | iiber K
0 1 2
0 —2 =1
linear unabhé’ngig‘. O
Beweis. Es reicht aus, den (Zeilen)rang der Matrix
11 0
00 1
A = 1-1-1
01 2
0—2-1

zu untersuchen. Wir berechnen

Reduktion der Matrix, A, mittels des GauBverfahrens:
Zeilentransformation Z4 <~ ¢+ Z7 — Z, anwenden:

11 0
01 1
00 1
02 1
01 2
0—2—1

Zeilentransformation Z3 <~ Zg anwenden:
11 0
01 1
0—2—1
02 1
01 2
00 1

Zeilentransformationen Zs «v 2 - Zo + Z3, Zy <~ 2 - Zo — Zy, und Zs e~ —1 - Zy + Z5 an-
wenden:

ocoocoo
QOO0
=)

Zeilentransformationen Zy <~ Z4 — Z3, Zs <~ Zs — Z3, und Zg <~ Zg — Z3 anwenden:

[elelalelalg
[elelelelgd
[elelel Y ]

Der Zeilenstufenform entnimmt man, Rang(A) = 3. Darum sind alle 3 Vektoren, {vi,va,vs}, linear
unabhingig. |
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Aufgabe 7-3

Seien K ein Korper und V ein Vektorraum iiber K. Seien n e N und v; € V firi € {1,2,...,n}.

(a) Behauptung. Die folgende Aussage ist :
Angenommen es existieren linear unabhangige Vektoren, wy,waq, ..., w, € V und Skalare ¢; € K \ {0},
sodassv; = c;w; fiiralleie {1,2,... ,n}. Dann bilden vy,va, ... v, ein linear unabhingiges System. )

Beweis. Wir zeigen dies direkt. Sei o; € K fiir i € {1,2,...,n} und so dass ¥, ; a; - v; = 0.
Zu zeigen: Vi€ {1,2,...,n}: o; = 0. Es gilt

Sihiaiovi=0 = Y o (gw;) =0
= 2" () w; =0
= Vie{l,2,...,n}: ajc; =0,
da wy,ws, ..., w, linear unabhingig
> Vie{l,2,...,n}: a; =0o0derc; =0, da K ein Kérper ist
— Vie{l,2,...,n}:0a;=0, dac #0 fir alle i.

Darum gilt «; = 0 fiir alle ¢ € {1,2,...,n}. Folglich sind vy, vs,...,v, linear unabhingig. |
(b) Behauptung. Die folgende Aussage ist .'
Angenommen, v,, ¢ Lin(vy,va,...,v,_1). Dann ist vi,va,..., v, linear unabhingig. %

Beweis. Folgendes ist ein Gegenbeispiel. Sei n > 3 beliebig. Sei V' = K2 und betrachte die Vektoren

Vi=Vg=...=Vy_1 (= ((1)) Vn = ((1))
Dann gilt v,, ¢ Lin(vy,va,...,vu_1), weil Lin(vy,va,...,v,—1) = Lin(vy) = {(§) | t € K} 3 (7).
Andererseits sind die n — 1 > 2 Vektoren, vi,va,..., v, per Wahl nicht linear unabhingig (weil die
alle gleich sind). Also sind die Vektoren, vi,va, ..., v, ebenfalls nicht linear unabhingig. Darum gilt die
behauptete Implikation nicht im Allgemeinen. |
(c) Behauptung. Die folgende Aussage ist .'
Das System vi,vo,..., Vv, ist genau dann linear unabhingig, wenn jedes echte Teilsystem linear un-
abhangig ist. O

Beweis. Der =-Teil ist offensichtlich wahr. Es kann also nur die <=-Richtung schiefgehen. Wir betrachten
ein Gegenbeispiel mit n = 3 Vektoren. Sei V = K? und betrachte

Vi = (?)7 V2 = ((1))7 V3 = (%)'

Es ist einfach zu sehen, dass die echten Teilsysteme
(vi), (v2), (v3), (vi,v2) (vi,v3) (v2,v3)
linear unabhingig sind. Aber (vor allem weil V' nur 2-dimensional ist) vi,vs, Vs ist nicht linear un-
abhangig, da
l-vi+1l-vo+-1-v3 = 0.

Darum gilt die behauptete Implikation nicht im Allgemeinen. |

(d) Behauptung. Die folgende Aussage ist :
Angenommen, V1, Vs, ..., Vv, sei linear unabhangig. Dann fiir allei € {1,2,... ,n}\{1} und c € K bilden
u,Vs,...,V, ein linear unabhingiges System, wobei u := vy + cv;. O

Beweis. Wir zeigen dies direkt. Sei a; € K fiir j € {1,2,...,n} und so dass a;u + 377 , ;- v; = 0.
Zu zeigen: Vj e {1,2,...,n}: o; = 0. Es gilt

ou + 2?22 a;j-v;i=0 <= avi+acev; + 22;2 a;-v;=0
— cayiv; + 2?21 a;j-v;=0
n
= Zj:l Bivj =0,
wobei §; = o fiir j € {1,2,...,n}\ {i} und B; = cas + o
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— Vje{l,2,...,n}:B; =0,

da vi,vo,...,v, linear unabhingig
— car1+ao;=0undVje{l,2,...,n}\{i}: a; =0
— ¢ 0+a;=0undVje{l,2,...,n}\{i}:a; =0
— Vje{l,2,....,n}:a; =0

Darum gilt o; = 0 fiir alle i € {1,2,...,n}. Folglich sind u,va,...,v, linear unabhangig.
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Ubungsserie 8
Woche 8

Aufgabe 81

In dieser Aufgabe arbeiten wir im Vektorraum V = R*. Seien

Uy = {xeV |z +2x4 =29+ 223},
U, = {XEV|I1=I2+$3+Z‘4}.

Zu bestimmen sind Basen fiir Uy, Us, Uy n Us, und Uy + Usy. Wir beachten vorab

xelU, <= a1—m9—2r5+2204—=0 > (1 1 -2 2>X:0

xelUy, < z1—29—23—24=0 — (1 -1 -1 —l)x:O

1 -1 -2 2
xeUinUy < x1—29—2x3+224=0 — ( )XIO
undzy — 2o — 23— 24 =0

fir alle x € V. Folglich ist U; die Menge der Nullvektoren von A;, Us die Menge der Nullvektoren von
Ay, Uy n U die Menge der Nullvektoren von Az. Um diese zu bestimmen, bringen wir diese Matrizen in
Zeilenstufenform, und bestimmen mithilfe von [Sin20, Satz 5.3.8] eine Basis des Lésungsraums.

Zeilenstufenform fiir Ay:
A = (1 -1 =2 2)
Darum sind x5, x3, x4 frei und x; wird durch diese bestimmt. Der Zeilenstufenform zufolge gilt
T1 = T+ 2x3 — 2x4.

Mithilfe von [Sin20, Satz 5.3.8] erhalten wir eine Basis des Losungsraums, indem wir jeweils eine
freie Unbekannte auf 1 und alle anderen auf 0 setzen:

To:=1,23:=0,24:=0 = x=

Zog:=0,23: =1, 24 =0 — x=

| ©O=ONOOHH

—OoOo o
\—/

To:=0,23:=0,24:=1 — x=

Darum gilt

o= weviam=o = w{(}).(1).(7))

und | By bildet eine Basis fiir Uy ‘




Zeilenstufenform fiir As:
A4 = (1 -1 -2 2)
Darum sind x5, x3, x4 frei und z; wird durch diese bestimmt. Der Zeilenstufenform zufolge gilt
r1 = X2+ T3+ 4.
Mithilfe von [Sin20, Satz 5.3.8] erhalten wir eine Basis des Lésungsraums wie oben:
To:=1,23:=0,24 =0 = x=

2o:=0,23: =1, 24:=0 = x=

Tog:=0,23:=0,24:=1 = x=

HOOFOFOFROORF

Darum gilt

1
Uy = {xeV]|Ax=0} = Lin{(})),
0

und | By bildet eine Basis fiir Uy ‘

Zeilenstufenform fiir As (Zeileg «~~ Zeiley — Zeiley ):

A. - 1 -1 -2 2 1 -1 -2 2
R 0 0 1 -3
Darum sind x5, x4, frei und x1, x3 werden durch diese bestimmt. Der Zeilenstufenform zufolge
gilt
xr3 = 31‘4
T = Xo+ 2wz — 2wy = T + 2(314) — 204 = x5 + 4x4.

Mithilfe von [Sin20, Satz 5.3.8] erhalten wir eine Basis des Lésungsraums wie oben:
ro:=1,24:=0 = x=

o :=0,24:=1 = x=

HWOKROOHH

gegeben.

Darum gilt
1 4
UlmUQ = {X€V|A3X:0} = Lln{(é>7(g)}
0 1

und | B3 bildet eine Basis fiir Uy n Us ‘

Es bleibt, nur noch eine Basis fiir U; + Us zu bestimmen.

ANSATZ I.
Mithilfe der oben berechneten Basen fiir Uy, Usy, wissen wir

1 2 —2 1 1 1
Uy+Us = Lin{(¢).(9).( 39 }+Lin{<5),<9),<3>}
0 0 1 0 0 1
1 2 —2 1 1
= (§) () (8) (2)-(4)
0 0 1 0 1

Wir haben nun ein Erzeugendensystem bestimmt. Diese Menge muss auf eine maximale linear unabhangige
Teilmenge reduziert werden, um eine Basis daraus zu berechnen. Hierfiir reicht es aus, die Vektoren in ein
homogenes LGS iberzufiihren, die Matrix auf Zeilenstufenform zu reduzieren, um etwa durch die Spalten

43



entsprechend den freien Unbekannten zu bestimmen, welche Spalten linear abhangig sind.

Homogenes System:
1 2 -2 1 1
1 0 0 0 O
01 0 1 0
00 1 01
Zeilenoperation Zy «~ 77 — Z5 anwenden:
1 2 -2 1 1
0 2 -2 1 1
01 0 1 0
00 1 01
Zeilenoperation Z3 < 2 - Z3 — Z5 anwenden:
1 2 -2 1 1
0 2 -2 1 1
00 2 1 -1
00 1 0 1
Zeilenoperation Z4 <~ Z3 — 2 - Z, anwenden:
1 2 -2 1 1
0 2 -2 1 1
00 2 1 -1
00 0 1 -3
= nur x5 frei.

Also hangt die 5. Spalte von Spalten 1-4 ab, welche der Zeilenstufenform zufolge linear unabhangig sind.

M@0

eine | Basis fiir U; + U, ‘

ANSATZ II.
Mithilfe der Dimensionsformel (siehe [Sin20, Satz 5.4.3 (2)]) wissen wir

dim(U1 + Ug) = dlm(Ul) + dlm(Ug) — dim(U1 N Ug)
— 3+3-2=4=dm(V).

Da V endlich dimensional ist, und dim(U; + Us) = dim(V) fiir den linearen Unterraum Uy + Uy € V gilt,
gilt Uy + Uy = V = R* (Siehe [Sin20, Satz 5.4.3 (1)]). Darum kénnen wir bspw. die kanonische Basis fiir R*

{ORORGROL

Bemerkung. In diesem letzten Teil hatten wir Gliick. Wenn sich dim(U; + Us) < V' herausgestellt hitte,
hatten wir Ansatz |l nicht anwenden kdnnen, und hatten etwas wie Ansatz | anwenden miissen.

als | Basis fiir Uy + Uy ‘ verwenden.
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Aufgabe 8-2

In dieser Aufgabe arbeiten wir im Vektorraum V = R[x]«q fiir ein d € N. Dies ist ein linearer Unterraum von
R[z]. Seien

vii=(x—-1)eV
fiirie {0,1,...,d}.

Behauptung 8-1 Die Vektoren in B := {vo, V1 ...,v4} bilden eine Basis fiir V. O

Beweis. Zu zeigen: B ist ein Erzeugendensystem und ist eine linear unabhidngige Menge.

Erzeugendensystem:
Da 1,x,...,x¢ offensichtlich ein Erzeugendensystem fiir V' ist,

reicht es aus zu zeigen, dass z* € Lin B fiir alle k € {0,1,...,d}.
Fixiere also ein beliebiges k € {0, 1,...,d}.
Mithilfe der binomischen Formel wissen wir
o= @1+ D) = T (5 @) = B e,

wobei ¢; = (¥) e R fiir alle i € {0, 1,...,k}. Darum gilt offensichtlich * € Lin B fiir alle k € {0,1,...,d}.
Also ist B ein Erzeugendensystem.

Lineare Unabhdgigkeit:

Seien cg,c1,...,cq € R mit
Z?:o cvi = 0 (8-1)
wobei 0 der Nullvektor von V ist, also das 0-Polynom. Zu zeigen: ¢y, c1,...,cq = 0.
Ansatz |: , dies sei nicht der Fall. Sei k € {0,1,...,d} maximal mit ¢, # 0. Falls k£ = 0, dann
0 = cyleg(r —1)°
= 'YL ei(e—1)F wegen Maximalitit von k
(81) gl 0
0,
was offensichtlich ein Widerspruch ist. Falls k£ > 0, dann
b = zF—e -0
@ ok _ cgl Z?:o ci(r — 1)

ak — Zf:o c;tei(x — 1) wegen Maximalitit von &

SE —etei(@ — 1)+ (2F — (z - 1)F).

Mithilfe der binomischen Formel ist es leicht zu sehen, dass der letzte Term ein Polynom vom Grade < k ist.
Das heiBt, 2* € Lin{1,z,...,zF "1}

Daraus folgt, dass 1,z,...,2" "1 ¥ linear abhingig sind.

Aber dies widerspricht, dass 1,z!,z2,... im (Ober)vektorraum R[z] linear unabhingig sind (siehe [Sin20,
Bsp. 5.2.7]).

Darum gilt die Annahme nicht. Also cg,c1,...,cq = 0.

Ansatz Il: Sei nun t € R ein beliebiger Wert. Wenn man x =t + 1 in (8-1) einsetzt, erhilt man

et = S evi(t+1) = 0t+1) = 0. (8-2)
Da (8-2) nun fiir alle ¢t € R gilt, haben wir somit bewiesen, dass
Z?:o cxt = 0 (8-3)
gilt. Da nun 1,2%, 22, ... im (Ober)vektorraum R[z] linear unabhingig sind (siehe [Sin20, Bsp. 5.2.7]), folgt
aus (8-3) per Definition von linearer Unabhigigkeit, dass ¢, ¢1,...,¢cq = 0 gilt. [ |
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Aufgabe 8-3

Sei V ein Vektorraum iiber C mit Basis vy, va,...,v,. Bezeichne mit W denselben Vektorraum, nur iiber
dem Korper R statt C.

(a)

(b)
(c)

Behauptung 8-:2 Die Vektoren vi,va, ..., v, ‘ bleiben linear unabhingig|in W. O
Beweis. Seien ci1,cs,...,¢, € R mit
2icicivi = 0 (8-4)
Zu zeigen: c1,¢a,...,¢, = 0.
Da per Voraussetzung von Aufgabe 3 vi, vy, ..., v, linear unabhangig in V sind, gilt nun
Vi, chyooyd €C: Y vy =0=¢),ch, ..., =0. (8:5)
Da R < C folgt unmittelbar aus (8-4) und (8-5), dass ¢1,ca, ..., c, = 0 gilt. |

Wir beantworten (b) zusammen mit (c).

Behauptung 8-3 Die Vektoren vi,va,...,Vy, Vi1, Vieio, - .., Vo, wobei

Vie{l,2,...,n}: Vpi; :=1-v, (berechnet in V),

bilden | eine Basis fiir W ‘ Insbesondere gilt ‘ dim(W) = 2n = 2dim(V) ‘ ¢

Beweis. Zu zeigen: vi,Va,..., Vs, ist ein Erzeugendensystem fiir W und linear unabhingig.

Erzeugendensystem:
Sei £ € W(= V) ein beliebiger Vektor. Zu zeigen: Es gibt ¢, ca, ..., c2, € R, so dass 222:1 civi =¢&.

Da nun vy,vs,...,v, eine Basis fir V ist, und V ein C-Vektorraum ist, existieren Skalare
ay, e, ..., a, € C, so dass
n
Zi=1aivi = & (8'6)
Setze nun

fiir alle i € {1,2,...,n}. Dann gilt

Zle GVi = D GVt Z?,Znﬂ CiVi
= D1 CiVit+ D1 CatiVai
= Y civi+ 2 cntile-v;)  (per Konstruktion)
= (et capi)vi
= > (Re(ay) +2Im(ay))v;  (per Konstruktion)

3 (8-6)
= Z?:l Q; Vi = §
Also gibt es ¢q,¢a, ..., con € R, so dass Zfﬁl c;v; = &. Da dies fiir alle £ € W gilt, bilden vy, vs,..., vy,
ein Erzeugendensystem fiir .
Lineare Unabhdgigkeit:
Seien ¢y, co, ..., Con € R, so dass
212:1 CV;, = 0. (87)
Zu zeigen: ¢y, ¢, ...,Co, = 0. Es gilt
=:a;, €C
8.7 — 8-8
0o & 222:1 evi = o (6 e epyi) v, (8:8)
wobei die letzte Umformung genau wie in der o.s. Berechnung sich herleiten lasst. Da vy, va,..., v, im
C-Vektorraum, V, linear unabhingig sind, folgt aus (8-8), dass a1, s, ..., a, =0.
Da ¢; € R fiir alle i € {1,2,...,2n}, folgt aus der Definition von jedem «;, dass
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C; = D%e(ai) = 0
Cnti = 3m(ai) = 0

fir alle i € {1,2,...,n}. Darum gilt ¢y, ca, ..., con, = 0. Also sind v1,va,..., Vs, linear unabhingig. W

Bemerkung. Zum Schluss betrachten wir den konkreten Fall von V' = C? mit der kanonischen Basis
vii=(§), vai=(}).
Behauptung 8-3 zufolge ist
Vi, Va2, vzi=1-vi=(3), vai=1-va= ().

eine Basis fiir W := C?, wenn dies als R-Vektorraum betrachtet wird. Insbesondere gilt dim(W) = 4.
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Ubungsserie 9
Woche 9

Aufgabe 9-1

1 -1 1 -1 2
— 2 (-2 o — 3 (-
U=\ g |, U2:=1| ) y 1= ), v2i=| g ) y v3i=1| _1)-
1 2 -2 —2 1

Vektoren in R* und setze

Seien

U := Lin{uy,us} V := Lin{v, va,v3}.

Behauptung 91 U c V.

Beweis. Es reicht aus zu zeigen, dass uj,us € Lin{vy,vs,v3}. Zu diesem Zwecke reicht es aus das

homogene LGS Ax = 0 in Zeilenstufenform zu bringen, wobei

1 -1 2 1 -1
2 3 -1 2 -2
A = (vivavzuiug) = (—10—1—11)
—2-21 1 2

und zu zeigen, dass x4, x5 darin freie Unbekannte sind.

Zeilenoperationen Zy «~ Zo — 2 - Zy; Z3 <~ Zs + Z1 und Zy «~~ Zy + 2 - Z1 anwenden:
1 -1 2 1 -1

0 5 -5 0 O
0 -1 1 0 O
0 4 5 3 0

Zeilenoperation Z3 <~ Z3 + % - Zound Zy <~ Zy + % - Z5 anwenden:

1 -1 2 1 -1
0 5 -5 0 0
0 0 0 0 O
0 O 1 3 0
Zeilenoperation Z3 <~~~ Z, anwenden:
-1 2 1 -1
0 5 0 0
0 0 3 0
0 0 0 0 O

Darum sind x4, x5 im homogenen LGS frei. Folglich gelten w1, us € Lin{vy,vs,v3} = V und damit gilt

U = Lin{uj,us} S V.

Bemerkung 9-2 Im Beweis von Behauptung 9-1 wurde aus der Feststellung, dass x4, z5 im LGS Ax = 0 frei

sind, schlussfolgert, dass w1, us € Lin{vy, va,v3}. Diese Schlussfolgerung lasst sich rechtfertigen:

® Seci ue U = Lin{uy,us}. Dann existieren ¢y, ¢ € R, so dass | u = cjug + cous |




® Setze nun im homogenen LGS z4 := —c; und x5 := —cy und bestimme 1, z9, 23 € R, gemaB
der Zeilenstufenform. Dies liefert uns eine Losung zu Ax = 0. Wegen der Konstruktion von A

heiBt dies
T1U1 + Tovy + T3v3 + Tau1 + x5u2 = 0 (9-1)
® Folglich gilt
U = C1Uy + CcauU2
= —m4u; + —x5us  (per Konstruktion)
(o1 Z1v1 + Tave + w33 € Lin{vy, vy, v3} = V.
Da u € U beliebig gewdhlt wurde, gilt U < V.
Beachte hier, dass die Freiheit von x4, x5 im LGS eine kritische Rolle spielt. O
Behauptung 9-3 {vy + U} ist eine Basis fiir V /U. Insbesondere gilt dim(V /U) = 1. O

Beweis. Unser Ziel ist es, zu bestimmen, in wiefern sich das® System {uj,us} durch die Vektoren
v1, U2, U3 erweitern ldsst, und dabei die linear abhdngigen Vektoren zu entfernen und die linear un-
abhingigen zu behalten (vgl. Ansatz im Beweis von [Sin20, Satz 5.5.3]). Zu diesem Zwecke untersuchen
wir das homogene LGS, Bx = 0, wobei

1 -11 -1 2

2 -2 2 3 —1>_

-1 1 -1 0 -1
1 2 —-2-21

B

(ug ug vy Vo v3) = <

Es reicht aus hier zu zeigen, dass z3, x5 frei sind und x4 nicht frei ist.

Zeilenoperationen Zy e~ Zo — 2 - Zy; Z3 <~ Z3 + Z1 und Zy <~ Z4 — Zy anwenden:
1 -1 1 -1 2
0 O 0 5 =5
0 O 0o -1 1
0 3 -3 -1 -1
Zeilenoperation Z5 <~~~ Z, anwenden:
1 -1 1 -1 2
0 3 -3 -1 -1
0 O 0o -1 1
0 0 0 5 =5
Zeilenoperation Z, <~ Z, + 5 - Z3 anwenden:
-1 1 -1 2
0 e
0 0 0 1
0 0 0 0 0

Darum sind x3, x5 frei und 1, 22, x4 nicht. Also ist {vo + U} eine (einelementige) Basis fir V/U. B

Bemerkung. Wie in Bemerkung 9-2 erklart wurde, sind die Spalten/Vektoren entsprechend den freien Va-
riablen, also v1,vs, linear abhdngig von den Spalten/Vektoren entsprechend den nicht-freien Variablen, also

u1, ug, ug. Folglich gelten
v+ U, v+ U € Lin{’U3+U}

Und da x4 nicht frei ist, hdngt v3 von uy, uz nicht ab. Also gilt vz + U # Oy .

8evtl. nicht linear unabhingiges
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Aufgabe 9-2

Seien

1 2 -2
vy = (32>, Vo = <7"), V3 1= (69>.
1 0 -3
Vektoren in R* und sei ¢ : R? — R* die eindeutig definierte lineare Abbildung mit ¢(e;) = v; fiiri € {1,2, 3},
wobei {e}, e, ez} die kanonische Basis fiir R? ist.

(a) Wegen Linearitit gilt fiir alle 21, 29,23 € R

o(x1,x2,3) = (r1€] + T2€2 + T3€3)
= mp(er) +z2p(e2) + x3p0(e3)
= I1V] + XT2Vy + X3V3
= Ax

1 2 -2
— -2 -5 6

A = < 3 7 —9)
1 0 -3

Insbesondere gilt . Im nichsten Aufgabenteil nutzen wir diese Darstellung aus.

wobei

(b) Um zu bestimmen, ob ¢ = ¢4 injektiv, surjektiv, bijektiv ist, berechnen wir die Zeilenstufenform von A.
Es gilt

Zeilenoperationen Zy e~ Zo + 2 - Zy; Zy <~ Zog — 3 - Zy und Z3 <~ Z3 — Z1 anwenden:

1)
0o -1 2
0o 1 -3
0o —2 -1
Zeilenoperation Z3 <~ Z3 + Zs und Z4 <~ Zy — 2 - Z5 anwenden:
1 2 =2
0o -1 2
0 0 -1
0 0 -5

Zeilenoperation Zy <~ Z4 — 5 - Z3 anwenden:

[1] 2 -2
0 [-1] 2
0 o [

0 0 0
= Rang(A) = Zeilenrang(A) = 3 (siehe [Sin20, Satz 6.3.11]).

Also gilt ¢ = ¢ 4, wobei A eine m x n-Matrix ist, wobei m = 4, n = 3, und Rang(A) = 3. Laut [Sin20,
Korollar 6.3.15] erhalten wir also

® o , weil Rang(4) =3>3=n.

® o ist | nicht surjektiv |, weil Rang(A4) =3 * 4 = m.

® o ist | nicht bijektiv |, weil m # n.
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Aufgabe 9-3

Seien U, V, W Vektorrdume iiber einem Korper K. Seien ¢ : U — V und ¢ : V. — W lineare Abbildungen.

Behauptung. o : U — W ist injektiv < ¢ injektiv und Kern(y)) n Bild(p) =

{0}. %

Beweis. (=). Angenommen, 1 o ¢ sei injektiv. Zu zeigen: (i) ¢ injektiv und (ii) Kern(¢) n Bild(y) =

{0}.

(i) Seien z,2’ € U beliebig. Dann gilt

p(x) = p(a)

Folglich ist ¢ injektiv.
(ii) Sei y € V beliebig. Es gilt

y € Kern(¢)) n Bild(p)

Darum gilt Kern()) n Bild(¢) =

(«<==). Angenommen, (i) ¢ sei injektiv und (ii) Kern(¢)) n Bild(p) =

P(p(x)) = (v(x’))
(Y op)(z)=(¢¥

o ¢ inj. 2

_—
_—

o p)(z')

<= y e Bild(¢)undy € Kern(2))
< (FzeU:y=¢(x))undy e Kern(e))
<~ 3JzeU: (y=¢(x)undy e Kern(¢)))
— IeU:(y=px)undi(y) = 0)
— JwelU:(y= s@(w)undw( z)) = 0)
— FweU:(y - p@)und (¥ o)) = 0)
<~ JzeU:(y=¢(x)undze Kern(q/) op))
<~ 3JzeU: (y=¢(x)undz e {0})

(wegen Injektivitdt von 1) o ¢ + [Sin20, Lemma 6.1.4(1)])
< JzeU: (y=¢(x)undz =0)
<~ y=¢(0)=0<=ye {0}

{0}.
{0}. Zu zeigen: v o ¢ injektiv.

Hierfiir wenden wir [Sin20, Lemma 6.1.4(1)] an. Sei x € U beliebig. Es gilt

x € Kern(z) o @)

=011

1

Darum gilt Kern(¢op) =

P(p(x) = (Yop)(x) =0
o(x) € Kern())
(
(

)
o(z) € Kern(y)) n Bild(y)
p(z) € {0}

p(x) =0
x € Kern(yp)

x € {0} (wegen (i) + [Sin20, Lemma 6.1.4(1)])

(¢(x) ist immer in Bild(¢))

{0} und laut [Sin20, Lemma 6.1.4(1)] ist dies zur Injektivitdt von 1o dquivalent. B
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Ubungsserie 10
Woche 10

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 10-1

Seien V, W, X Vektorraume liber einem Korper K und seien o : V. — W und ¢ : W — X linear. Des Weiteren
sei angenommen, V, W, X seien endlich dimensional.

(a)

Behauptung. Rang(vy o ) < min{Rang(y), Rang(y)}. O

Beweis. Sei d = Rang(y o ¢) = dim(Bild(¥ o ¢)). Zu zeigen: d < Rang(¢)) 2" dim(Bild(¢)) und

d < Rang(yp) Defn dim(Bild(¢)). Da d = dim(Bild(y) o ¢)), existiert eine Basis

(z1,22,...,2q4) S Bild(y o p)

fiir Bild(¢ o ¢). Insbesondere sind 1, z2, ..., x4 linear unabhingig. Da jedes z; € Bild(1y) o ), existieren
v; € V, so dass (¥ o p)(v;) = x; fiir alle i€ {1,2,...,d}. Setze auBerdem w; := @(v;) fiir jedes
i€{1,2,...,d}. Darum z; = (Y o p)(v;) = ¥(p(v;)) = Y(w;) fir alle 1 € {1,2,...,d}.

Da z; = ¢¥(w;) € Bild(¢)) fir alle i€ {1,2,...,d}, folgt aus der linearen Unabhingigkeit von
(21,3, ., 24), dass | d < dim(Bild(1))) | (siehe [Sin20, Satz 5.3.4]).

Es bleibt noch zu zeigen, dass d < Rang(y) gilt. Da w; € Bild(y) fiir alle i € {1,2,...,d}, reicht es
aus wie oben zu zeigen, dass (wy,ws,...,wq) linear unabhingig sind. Fiir ¢1,ca,...,cq € K gelten nun
folgende Implikationen:

Zle cw; =0 = w(Z?:l ciw;) = (0)
= XLicv(w)=0
wegen Linearitdt von ¢ und [Sin20, Lemma 6.1.2]
— Y =0
per Konstruktion von w;
= c¢,C2,...,¢0 =0
weil (21, 23,...,24) linear unabhéngig ist.
Damit gilt 2?21 ciw; =0=c1,¢9,...,cq = 0k fiir alle ¢1,¢a,...,cq € K. Also ist (w1, wa, ..., wg) li-
near unabhingig. Da w; € Bild(y) fiiralle i € {1,2,...,d}, erschlieBt sich aus der linearen Unabhingigkeit
| d < dim(Bild(¢)) | (siehe [Sin20, Satz 5.3.4]). |
(b)
Behauptung. Falls i) injektiv ist, so gilt Rang(¢ o ) = Rang(e). O

Beweis. Laut Teil (a) wissen wir bereits, dass Rang(y o ¢) < Rang(p). Es bleibt zu zeigen, dass



(c)

Rang(v o ) > Rang(y). Sei d := Rang(y) Defn dim(Bild(¢)). Dann existiert eine Basis

(w1, ws,...,wg) C Bild(p)

fiir Bild(p). Da jedes w; € Bild(yp), existieren v; € V, so dass p(v;) = w; fir alle i € {1,2,...,d}. Setze
auBerdem z; := ¥ (w;) = ¥(p(v;)) = (Y o) (v;) € Bild(y) o ) fiir jedes i € {1,2,...,d}.
Wir zeigen nun, dass (z1,22,...,24) linear unabhingig ist. Fiir ¢1,¢a,...,cq € K gelten nun folgende
Implikationen:
d d
imiciri=0 = 3 cp(wi) =0
per Konstruktion von z;
= W(ZL cwi) =0
wegen Linearitat von v
— Zle ciw; € Kern(v)
— Zil cw; =0
wegen Injektivitit von ¢ 4+ [Sin20, Lemma 6.1.4]
= ¢1,C,...,cq =0x
weil (w1, ws,...,w,y) linear unabhingig ist.
Damit gilt Z?zl cixi =0=cy,ca,...,cqg =0k firallecy,ca,...,cq € K. Alsoist (21, x2,...,2q) linear
unabhingig.

Da (z1,x2,...,24) linear unabhingig ist und x; € Bild(¢ o) fir alle i€ {1,2,...,d}, folgt
d < dim(Bild(¢ o ¢)) "Z" Rang(v o ) | (siehe [Sin20, Satz 5.3.4]). |
Behauptung. Falls ¢ surjektiv ist, so gilt Rang(vy o ¢) = Rang(v)). O

Beweis. Es gilt

Rang(1ho¢) 2" dim(Bild(v o )
= dim((og)(V)
= dim(u((V))
= dim(4(Bild(¢)))
= dim(y(W)), da ¢ surjektiv ist
= dim(Bild(v))
"= Rang(v)

|
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Aufgabe 10-2

Seien

1 1 0
’l)l:(?), ’02:(_11>7 w1 = 1 , W2 = -1 , W3 = 3
0 2

Zuerst beoachten wir dass A := (v1, v2) und B := (wy, wo, w3) Basen fiir R? bzw. R3:

Setze A := (vy v2) = (1 ') und B := (w; wa w3) = (é él §1>. Anwendung des GauBverfahrens liefert
A Pre2Za=Zh -1
0 [3]
1 1 0 1 0
B Zo«—ilo—174 0 ) 3 Za«—iZs+Zo 0 3
0o 2 -1 0 0

Darum gilt Rang(A) = 2 = dim(R?) und Rang(B) = 3 = dim(R?), woraus sich ergibt, dass A eine Basis fiir
R? und B eine Basis fiir R? sind (vgl. [Sin20, Korollar 5.4.4]).

(a) Fiir 2 € R? sei p(x) € R? definiert durch

= () = (e (B) - (3 2)-

=:C

Also gilt ¢ = ¢c. Folglich gilt M4 (p) = A"'CA. Um dies zu berechnen betrachten wir das augmen-
tierte System (A|C'A) und fiihren darauf das GauBverfahren, bis die linke Halfte wie die |dentitatsmatrix
aussieht. Dann steht in der rechten Hilfte die Matrix A~'CA. Es gilt

- (3 - (1)

Und das augmentierte System, (A|C'A), wird wie folgt reduziert:

2 -1 4 =2 Zy—i2-Zo—71 2 -1 4 -2
(1 1(-1 —1) 0 3| —6 0)
Zy3-Z1+ 2 6 0 6 —6
0 3| -6 0 )
g 1ol 1 -1
2= (V)

Darum gilt Mﬁ(g&) =A"lCA= < _; _(1) ) ‘

Zur Untersuchung der Injektivitat/Surjektivitat von ¢, da ¢ isomorph zu ¢¢ ist, reicht es aus, [Sin20,
Korollar 6.3.15] anzuwenden. Man sieht direkt, dass Rang(C) = 2. Da C € R™*™ mit m = 2 und n = 2,

und da Rang(C) =2 =m =mn, ist ¢ .

(b) Fiir z € R? sei p(x) € R?® definiert durch

xr1 + Zo 1 1 1 1
plr) = 519 — 11 = -1 a1 + 5 Ty = -1 5 |z.
2x1 — 4o 2 —4 2 —4
=:C

Also gilt ¢ = ¢ . Folglich gilt MZ'(¢) = B~'C'A. Um dies zu berechnen betrachten wir das augmentierte
System (B|CA) und fiihren darauf das GauBverfahren, bis die linke Halfte wie die ldentitdtsmatrix
aussieht. Dann steht in der rechten Hilfte die Matrix B~1C A. Es gilt

1 1 3 0
CA = -1 5 <§1>_ 3 6
2 —4 0 —6
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Und das augmentierte System, (B|CA), wird wie folgt reduziert:

1 1 03 o0 11 0|3 o
1 -1 3|3 6 a2z, 0 2 -3|0 —6
0 2 —1]0 —6 02 —-1]/0 —6
Ty «2-Z1 — Zo 2 0 316 6
AN 02 -3|0 —6
00 2/0 0
Z142-21—3-Z 4 0 0112 12
LA, g4 0] 0 —12
00 2|0 0
Z1<—‘th4
Zo«iZo:4 1 0 03 3
ZsZs:2, 01 0/0 -3
00 1|0 0
3 3
Darum gilt Mg'(¢) = BT'1CA=|| 0 -3
0 0

Zur Untersuchung der Injektivitit/Surjektivitit von ¢, da o isomorph zu ¢y mit M = Mg\(p) ist, reicht
es aus, [Sin20, Korollar 6.3.15] anzuwenden. Man sieht direkt, dass Rang(M) = 2. Da M € R™*" mit

m =3 und n =2, und da Rang(M) =2 =n <m, ist ¢ ‘ injektiv‘ aber ‘ nicht surjektiv ‘

(c) Fiir x € R? sei p(x) € R? definiert durch

= () = (s (3 () - (33 2)
(5 2)

=:C

Also gilt ¢ = ¢c. Folglich gilt M%(p) = A~'C'B. Um dies zu berechnen betrachten wir das augmentierte
System (A|CB) und fiihren darauf das GauBverfahren, bis die linke Halfte wie die |dentitdtsmatrix
aussieht. Dann steht in der rechten Hilfte die Matrix A~'CB. Es gilt

1 1 0
02 0 2 -2 6

cr - ( s ) = ).
3.0 -1 0 9 1 311

Und das augmentierte System, (A|CB), wird wie folgt reduziert:

2 112 —2 6\ zeozm-m 2 —1]2 -2 6
(1 13 11) Lo 3|4 14 —4)
Z13-Z1+ 2 6 010 -2 14
0 3| 4 4 —4>
o 1 0[5/3 —1/3 7/3
(o 1] 4/3  4/3 —4/3)'

owm gt i ~acn=| (35 5 8

Zur Untersuchung der Injektivitdt/Surjektivitdt von ¢, da ¢ isomorph zu @¢ ist, reicht es aus, [Sin20,
Korollar 6.3.15] anzuwenden. Man kann leicht erkennen (etwa durch einen Zeilentausch), dass Rang(C') =

2. Da C € R™*"™ mit m = 2 und n = 3, und da Rang(C) = 2 = m < n, ist ¢ aber
e ]
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Aufgabe 10-3

Seien d € N und a € R. Betrachet sei die Abbildung ¢ : R[z]<q — R[z]<q definiert durch
o(f)t) = f(t+a), firalle feR[x]<q, teR.

Bevor wir die uns den Aufgaben widmen, machen wir von der binomischen Formel mehrfach Gebrauch und
beobachten wir fiir f € R[z]<q der Form f = ZZ:O arzk mit ag, a1, ..., a4 € R, dass

e(N)t) = f(t+a)
= Zk Oock(t+a)

= Zk 0 % ZZ o (5)a*~t"  (Anwendung der bin. Formel)
= Y- 021 ok (§)a"'t!
d —i i

= 2o (Z (?)ak O‘k)t :

k=i

| S —

fiir alle t € R gilt. Folglich gilt
o(f) = Moo’ (101)

Insbesondere ist es zumindest klar, dass ¢(f) € R[z]<q fiir alle f € R[z]<q gilt. D. h. ¢ ist wohldefiniert.
(a) Behauptung. ¢ ist linear. O

Beweis (Ansatz ). Wir beweisen die Aussage direkt. Fiir diesen Beweis ist es wichtig, dass wir die
Objekte des Vektorraumes, R[x]<4 wirklich als Funktionen und nicht als abstrakte Objekt betrachten.

Es reicht aus zu zeigen, dass ¢ dem (LIN)-Axiom geniigt (siehe [Sin20, §6.1]). Seien also ¢,¢’ € R und

f, g € R[x]<q beliebig. Zu zeigen: o(cf + 'g) = co(f) + ' v(g). Fiir alle z € R berechnen wir
(plef +g)(@) "X (cf +g)(x +a)
% (cf)(@ +a) + (¢g)(z + a)
2 e (fleta) + ¢ (ga +a)) 102
P e (p(f) (@) + ¢ - ((g) () (102

= (c-o(f)+ - p(9)(z)

Hier gelten die mit (x) gekennzeichneten Gleichungen, per Definition von (punktweise) Skalarmultiplika-
tion und Vektoraddition innerhalb des Vektorraumes, der aus R-wertigen Funktionen besteht.

Da nun (10-2) fiir alle z € R gilt, haben wir beweisen, dass (cf +c'g) = co(f)+'p(g) fur alle ¢, € R
und f, g € R[z]<q Darum gilt das (LIN)-Axiom. Somit ist ¢ linear. |

Beweis (Ansatz Il). In diesem Ansatz machen wir von Darstellungsmatrizen Gebrauch. Da nun

= {20, 21, ..., 2%} eine Basis von V := R[x]<4 ist und ¢ eine wohldefinierte Funktion von V' nach V'
ist, kdnnen wir o. E. ¢ als Abbildung von R%*! nach R*! betrachten. Bezeichen wir diese Abbildung als
. Da R+ zy v isomorph ist, reicht es aus, um die Linearitdt von ¢ zu beweisen, zu zeigen, dass eine
Matrix C' € R+ *(d+1) existiert, so dass @ gleich ¢ ist, was auf jeden Fall linear ist (siehe [Sin20,
§6.2]). Zu diesem Zwecke konstruieren wir die Matrix, C' € R(¢+1)>x(d+1) 'mit Eintrigen

* 0 Coi<i
fir i,5€{0,1,...,d}. Fir alle aeRI! unter Betrachtung des entsprechenden Objekts

f=Y",air' € R[z]<q, und da laut (10-1) o(f) = X\, fa’ mit o) = Z?:i (7)a/ ey fiir alle
i1€{0,1,...,d}, erhalten wir

- d i
Pla) = o = (Zj:z (J> al” aj):Hol-
Beachte nun, dass
Z;l:i () ai "y = Z;.l:i Cija; = Z?:o Cija; = das i-te Element vonC - «
fir alle 1€ {0,1,...,d+ 1}, da C;; = 0 fiir 0 < j < 4. Darum gilt ¢(a) = C - a = pc(a) fir alle
a e R Also, ¢ = ¢c. Darum ist ¢ wie oben erklart linear. |
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(b) Laut Teil (a) ist ¢ linear, und somit hat ¢ eine (eindeutige) Matrizendarstellung MJ () € R(d+1)x(d+1),
Wir haben dies im 2. Ansatz im Allgemeinen explizit ausgerechnet (siehe die Konstruktion von C' in
diesem Beweis). Fiir d = 4 ist dies nun

(§)a® (§)a' (5)a® (§)a® (§)a
0 (Da® (Ha (a2 (H)a
ME(p) = 00 (e (a' (d)a?
o 0 0 D (Hat
0 0 0 0 (j)a0
1 a o> & o
0 1 2a 3a? 4d3
= 0 0 1 3a 6a®
0 0 O 1 4a
0 0 O 0 1

Als Alternative kdnnen wir (davon ausgehend, dass ¢ linear ist) einfach die Abbildung auf die Basisele-
mente anwenden, diese wiederum in Bezug auf die Basis umschreiben und daraus die Darstellungsmatrix

ablesen:
1
o) = (z+a)P = 1-2° S §
0
a
) = @ra)l = @il ~ (4
0
a
o(?) = (z+a)? = a®> 2°+2a¢ -2 +1 22 = 2(1)“)
Y
o(®) = (x+a)P = a® 2°4+3a® 2" +3a-22+1-23 S (33‘;;)
s
ot) = (z+a)? = a* 2°4+4a® 21 +6a® 22 +4a-23+1-2% = %;2
a

1

Wenn wir diese Spalten in eine Matrix auffiihren, ergibt sich genau die o.s. Matrizendarstellung von ¢.

Bemerkung. Als kleine Bestatigung, dass dies »nicht offensichtlich falsch« sei, beachte, dass sich diese
Matrix der Identitdtsmatrix (= Identitdtsabbbildung) n3hert als a — 0 in R, was zu erwarten ist.
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Ubungsserie 11
Woche 11

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 11-1

12 3 4
(@) Sei A:=( 2 5 4 111), eine m x n-Matrix iiber dem Koérper Q, mit m = n = 4. Um zu bestimmen,
3 2 13

ob A invertierbar ist, bestimmen wir die Zeilenstufenform. Dabei augmentieren wir A mit der 4 x 4-
Identitatsmatrix, um im Falle der Invertierbarkeit das Inverse von A mit zu rechnen.

1 2 3 4|10 0 0
2 5 4 11]0 10 0
1 -2 -2 1001 0
1 3 2 13/0 0 0 1
Taea.71 12 34| 100 0
ey e 01 -2 3/-2100
00 15/ 1010
01 -1 9/-10 0 1
10 7 -2/ 5 -2 0 0
R 01 -2 3/-2 100
00 1 5/ 1 010
00 1 1 -1 0 1
Trest7s 100 —37|-2 —2 -7 0
e N 010 13/ 0 1 20
001 5/ 1 0 10
000 1] 0 -1 -1 1
et i3T7s 100 0|-2 -39 —44 37
Wy 0100 0 14 15 —13
0010 1 5 6 -5
000 1] 0 -1 -1 1

Also gilt Rang(A) = 4 = m = n. Darum ist A invertierbar.

—2 -39 —44 37
g —-1_( 0 14 15 —13

Der o.s. Berechnung zufolge gilt insbesondere | A7+ = ( 1 5 6 5) .
0 -1 -1 1

. 001 . : .
(b) Sei A := ((1) 0 8). Zu bestimmen: Eine Darstellung von A als Produkt aus Elementarmatrizen des .
Typs. Ansatz: Wir bestimmen mittels Zeilenoperationen Elementarmatrizen, E1, Fs, ..., Ey, vom Typ
Il so dass E,, -... - Ey - E1-A =1, wobei | = die 3 x 3-ldentitdtsmatrix, und daraus erhalten wir die

Darstellung, A = E1_1 . E2_1 L E;,l. Man beachte dabei, dass das Inverse einer Elementarmatrix Il1.



Typs wiederum eine Elementarmatrix Ill. Typs bleibt.

Zeilenoperationen:

00 1 e 2 (41) 101 s (1) 10 1
100 —_— 100 —_— 0 0 -1
010 01 0 0 1 0
E3:=S51,2(+1) 10 0 E4:=553(+1) 10 0
_— 00 -1 _— 0 1 -1
0 1 0 0 1 0

E5:=532(—1) L0 0 Eg¢:=S23(+1) L 00

_— 5 01 -1 R 010

0 0 1 0 01

Also gilt Fg - ... Ey - By - A = |. Daraus erhalten wir die Darstellung:
A = (EG'...'EQ'El)il
= E['-Ey'-...-E;' (siehe [Sin20, Lemma 4.3.1(7) od. Lemma 6.3.2])

5172(4—1)71 . 5271(—1)71 . Sl,z(-ﬁ-l)*l . 52_’3(4-1)71 . 5372(—1)71 . 5273(4-1)71
‘ 8172(71) . 5271(+1) . 51,2(*1) . 5273(71) . S372(+1) . 5273(71) ‘
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Aufgabe 11-2

Seien m,n € N und K ein Korper und A eine m x n-Matrix. Wir betrachten die kanonisch definierte linea-
re Abbildung, ¢4 : K™ — K™, x — Az, und wollen [Sin20, Korollar 6.3.15] hier beweisen. Zunichst aber
machen wir ein paar allgemeine Beobachtungen.

Beobachtung 11-1 Per Definition und laut [Sin20, Lemma 5.4.7] gilt Rang(A4) Defn Zeilenrang(A)
Spaltenrang(A). Folglich gelten stets Rang(A) < m und Rang(A4) < n.

< <

Beobachtung 11-2 Laut [Sin20, Korollar 6.3.13] gilt Rang(v4) Defn dim(Bild(¢4)) = Rang(A).

(a)

Behauptung. ¢4 ist injektiv < Rang(A) > n. O

Beweis. Fiir diesen Beweis machen wir von der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen (siehe [Sin20,
6.1.10 Korollar]) Gebrauch. Es gilt

@4 injektiv — Kern(pa) = {0} (siehe [Sin20, Lemma 6.1.4(1)])
& dim(Kern(p4)) =0
Dimengiongformel dim(K™) — dim(Rang(¢4)) =0
— dim(Rang(¢a)) =n
— Rang(A) = n (siehe Beobachtung 11-2)
— Rang(A) = n.

Hierbei gilt (), da Kern(p4) ein linearer Unterraum von K" ist, und da dim(U) = 0 <« U = {0} fiir
alle linearen Unterrdume, U < K". Und die letzte doppelte Implikation gilt, weil laut Beobachtung 11-1

Rang(A) < n stets gilt. Den o.s. doppelten Implikationen zufolge gilt die Behauptung. |
(b)
Behauptung. ¢4 ist surjektiv < Rang(A) = m. O
Beweis. Da ¢4 linear ist, ist U := Bild(p4) ein linearer Unterraum von K™ (siehe [Sin20, Lem-

ma 6.1.3]). Laut [Sin20, Satz 5.4.3(1)], da U < K™ ein linearer Unterraum eines endlichdimensionalen
Vektorraumes ist, gilt U = K™ < dim(U) = dim(K™)(= m). Darum gilt

Defn

©a surjektiv. < Bild(¢a) = K™
— U — Kﬂ’l
<~ dim(U)=m
< dim(Bild(p4)) =m
<= Rang(A) =m (siehe Beobachtung 11-2).

Da laut Beobachtung 11-1 Rang(A) < m stets gilt, wissen wir auBerdem, dass Rang(A) = m <
Rang(A) = m. Laut der o.s. Implikationen gilt also ¢ 4 ist surjektiv <> Rang(A) = m < Rang(4) > m.
Also gilt die Behauptung. |

()

Behauptung. ¢4 ist bjjektiv < Rang(A) = m = n. O

Beweis. (=>). Angenommen, @ 4 sei bijektiv. Das heiBt, ¢ 4 ist injektiv und surjektiv. Aus den anderen
Teilaufgaben folgt Rang(A4) > max{m,n}. Darum gilt max{m,n} < Rang(A) < min{m,n} (siehe
Beobachtung 11-1). Folglich gelten m = n und Rang(A) = m = n.

(«<=). Aus Rang(A) = m = n folgen Rang(A) > m und Rang(A) > n. Laut der anderen Teilaufgaben
ist w4 somit injektiv und surjektiv, also bijektiv. |
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Aufgabe 11-3

(a)

(b)

Behauptung. Seien n € N und K ein Kérper. Seien A, B n x n-Matrizen iiber K. Falls AB =1,
so gilt BA =1. %

Beweis. Aus AB = I, folgt
vp(r) =pp(r') = Brx=Bir = z=Ir=ABx=ABs' =1z =2

fir alle z, 2’ € K™. Darum ist pp injektiv. Da ¢ : K™ — K™ eine injektive lineare Abbildung zwischen
zwei endlich dimensionalen Riumen der gleichen Dimension, gilt laut [Sin20, Korollar 6.1.11], dass ¢
auch surjektiv und somit bijektiv ist. Darum existiert eine eindeutige (lineare) Abbildung, p : K™ — K",
so dass (1) powp = vp o p = id. Daraus folgt, dass p4 = p, da

(@)

pa = wpacid = pao(ppop) = (paocpp Jop = idop = p.
—_——
=pap=p1=id
Darum gilt opa = ppows = ppop @ id = ¢y, woraus sich BA =1 ergibt. ]

Behauptung. Seien r,n € N und K ein Kérper. Seien A eine n x n-Matrix iiber K mit A" =0
Dann ist | — A invertierbar. O

Beweis. Laut Teil (a) reicht es aus, eine n x n-Matrix, B, zu finden, so dass (I — A)B = I. Wir

untersuchen B := Z A |, wobei wir hier A° := | festlegen.? Es gilt

AB = (1-A)Y A
— ZT 1AZ AZT 1AZ
_ ZT 1A7' ZT lAAl
_ Zr 1AZ Zr 1A1+1
= 27 1A1 Zi:l Al
= A% — A" (Teleskopsumme)
= 1—0 (per Voraussetzung).

Darum gilt (I — A)B = | und damit laut Teil (a) B(l — A) = I. Insbesondere ist | — A invertierbar, und
zwar durch B. |

8Diese Definition ist nicht willkiirlich, sondern zielfiihrend, um algebraische Identititen wie etwa das Additionsgesetz fiir

Exponenten zu garantieren.
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Bonusaufgabe 11-4

(@) f:R* > R2? (21,79, 3,24) — (29, 74) liber dem Korper R ist , daf=pamit A= (8399).
.03 3 . . .. T _ . (200 z)
(b) f:C C?, (z1,x2,x3) — (x2,x4) liber dem KorperClst, daf=pamitA= ( 10,0 0).

(c) f:Q%— Q?, (x1,72) — (x1+22,1,21) liber dem Korper Q ist , weil f(0) = (0,1,0) # 0,
wahrend f(0) = O fiir lineare Abbildungen gelten muss (siehe [Sin20, Lemma 6.1.2]).

(d) f:R >R, z+ /2 z iiber dem Kérper R ist , da f hier nichts anders als Skalarmultiplikation
ist, und Skalarmultiplikation ist linear.

(e) f:R — R,z a2 iiber dem Kérper R ist |nicht linear], da bspw. f(3) =9 # 3-1 =3- f(1), d.h.,

das Homogenitatsaxiom ist offensichtlich verletzt.

(f) f:Fy — Fy, x — 22 iiber dem Kérper Iy ist gleich der Identititsabbbildung, da 22 = z fiir alle z € IF5.

Damit ist f trivialerweise .
(8) f: Q2 — Q% (z1,25) — (219,71 + a3) iiber dem Kérper R ist [nicht linear], da bspw. f(3,3) =

(9,6) #3-(1,2) =3- f(1,1), d. h., das Homogenitatsaxiom ist offensichtlich verletzt.
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Bonusaufgabe 11-5

11 -5

4 6
Sei A := (—215 7 —6 38>' eine m x n-Matrix iiber dem Korper Q, mit m = n = 4. Unser Ziel besteht darin,

-1 1

invertierbare Matrizen, P € Q™™ und Q € Q"*", zu bestimmen, so dass P- A-Q = (% §) wie in [Sin20,

00

Satz 6.3.10]. Um eine Mdglichkeit fiir P zu bestimmen, berechnen wir die Zeilenstufenform der augmentieren
Matrix (A|l), und entnehmen aus der rechten Hilfte P.

11 -5 4 61 0 O
—15 7T -6 -8|0 1 0
2 -1 1 10 0 1
2223: 5 .ZZ11 +u .ZZ32 11 -5 4 6 1 0 0
e 0 2 -6 2|15 11 0
0 1 -3 1 2 0 -11
15 Zot 274 22 0 —22 22|77 55 0
R 02 -6 215 11 0
0 0 0 011 11 22
Ziezyill 2 0 -2 2|7 50
ZoZuill, 2 —6 2[15 11 0
0 0 0] 1 1 2
Setze also | P := (115 1?1 §) . Unter dieser Wahl gilt P - A = linke Halfte der letzten Matrix in der o.s.
Berechnung.

Um nun @ zu bestimmen, fiihren wir den gleichen Ansatz auf (P- A)”" aus, bis die erwiinschte (transponierte)
Form erreicht ist. D. h., wir starten jetzt mit ((P . A)T|I), reduzieren, und zum Schluss entnehmen wir Q) als
die transponierte rechte Halfte des Resultates:

2 0 0|1 000
0 2 0[/0 100

2 6 0|0 0 1 0

2 2 0l0 0 0 1

2 00| 1000

AN 0 20| 0100
0 -6 0| 1.0 1 0

0 2 0/-10 0 1
200/ 1 000

B el 020/ 0 100
000/ 1 310

00 0/-1 -1 01
10012 00 0

o 010 012 00
000/ 1 310

00 0[-1 —-10 1

Setze also . Der o.s. Berechnung zur Folge gilt Q7 - (P - A)T = (% 5) und damit

sollte P- A-Q = (Y g)T (1 9) gelten. Wir priifen dies und erhalten:

1000
P-A-Q = | 0100
0000

Darum sind P, @ in der Tat passende invertierbare Matrizen, so dass P - A - Q der erwiinschten Form ist.
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TEIL 11

Selbstkontrollenaufgaben



SKA Blatt 4
Woche 4

SKA 4.1

Seien X, Y nicht leere Mengen. Einer Abbildung, f : X — Y, kdnnen wir eindeutig die Relation Gph(f) :=
{(z,y) e X xY | f(x) = y} zuordnen. Dies nennt sich der Graph von f (siehe [Sin20, §2.3]—dort wird
dies mit I'y bezeichnet). Hier ist Gph(f) also eine Relation auf X x Y. In der Tat setzen manche Werke
Funktionen mit ihrem Graphen gleich (siehe bspw. [Jec97, S.11]), aber dies ist streng genommen nicht die
ganze Wahrheit.

SKA 4.2

Hinweis: Hier scheint im Punkt (ii) etwas verwechselt worden zu sein.
Seien M, N Mengen und R< M x N.
Behauptung 4-1 Angenommen, R erfiille folgende Eigenschaften:

(i) VeeM:3ye N: (z,y)e R

(i) Ve M :Vy,y e N: (z,y),(z,y) e R=y =1
Dann existiert eine (notwendigerweise eindeutige) Funktion, f : M — N, so dass Gph(f) = R. O

Beweis. Wir definieren f : M — N durch
flz) =y

fiir (x,y) € R. Offensichtlich gilt Gph(f) = {(z,y) e M x N | f(z) =y} = {(z,y) € M x N | (z,y) €
R} = R.

Zu zeigen: (1) f ist iiberall definiert; (2) f ist wohldefiniert.

Uberall definiert: Sei z € M. Zu zeigen: f(x) = y fiir ein y € N.
Eigenschaft besagt, dass ein y € M existiert, so dass (x,y) € R. Per Konstruktion erhalten
wir, dass f(z) = y gilt.

Wohldefiniertheit: Seien z € M und y,y’ € N. Angenommen, f(x) =y und f(z) =y’
Zu zeigen: y = 1/.
Aus f(z) =y und f(z) = ¢ folgt (x,y), (x,y") € R per Konstruktion von f.
Eigenschaft besagt, dass y = y/'.

Darum ist f eine Abbildung zwischen M und N und Gph(f) = R. |

SKA 4.3

Sei X = {a,b,c} und betrachte die bindre Relation, (P(X), <), definiert durch
A<B < X\AcX\B
fir A, Be P(X).



Behauptung. (P(X), <) ist eine partielle Ordnung (auch »Halbordnung« genannt). O

Es gibt nun 3 Ansadtze, um dies zu zeigen.

Beweis (Ansatz ). Beobachte, dass fiir A, B € P(X)

A<B 28 X\Acx\B

— X\ (X\A4) DX\ (X\B)
— AD2B,daABcCX
— X\ACX\B

M A< B,

also A < B < A 2 B. Darum kann (P(X), <) mit (P(X), 2) identifiziert werden. Letzteres ist bekannter-
maBen eine Halbordnung. B (Ansatz 1)

Beweis (Ansatz Il). Im konkreten Falle von X = {a,b,c} konnen wir die Relation durch ein Hasse-
Diagramm skizzieren:

0
PN
{a} {b} {c}
t O XKt
{a,b} {a,c} {b, c}

X
Man sieht, dass dies einen Verband und damit insbesondere eine Halbordnung bildet. B (Ansatz I1)

Beweis (Ansatz Ill). Wir gehen die Axiome einer Halbordnung durch:

Reflexivitat: Sei A € P(X) beliebig. Zu zeigen: A < A.
Offensichtlich gilt X \ A € X \ A.
Per Konstruktion gilt also A < A.

Antisymmetrie: Seien A, A’ € P(X) beliebig.
Zu zeigen: A< A und A/ < A= A=A

Es gilt
A<AundA' <A — X\AcX\AundX\A' < X\A (per Konstruktion)
= X\A4A=X\A (per Definition von Mengengleichheit)
= A=A da A, A cX.

Transitivitit: Seien A, A’, (a”,b") € P(X) beliebig.
Zu zeigen: A< A und A/ < A" = A< A
Es gilt

A<AundA' <A — X\AcX\AundX\ A < X\ A" (per Konstruktion)
= X\AcXx\A
< A < A" (per Konstruktion).

Darum erfiillt (P(X), <) die Axiome einer Halbordnung. B (Ansatz 111)

SKA 44

Betrachten wir die Halbordnung aus [Sin20, Beispiel 2.4.2(2)]. Es sei also C' = {a, b, ¢} und die durch folgendes
Hasse-Diagramm dargestellte Ordnungsrelation auf P(C):
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C
PN
{a,b} {a,c} {b,c}
t> Xt
{a} {b} {c}

Wenn wir das Element () von P(C) entfernen sieht die Struktur folgendermaBen aus

C
PN
{a,b} {a,c} {b, c}
t o XU
{a} {b} {c}

Offensichtlich hat (P(C) \ {#},<) kein kleinstes Element. Die Menge der minimalen Elementen ist durch
{{a},{b},{c}} gegeben. Also gibt es 3 minimale Elemente.

SKA 4.5

Sei W die Menge aller Worter und X die Menge aller Buchstaben. O.E. kdnnen wir annehmen, dass jedes
Wort w € W der Lange |w| > 2 ist. (In Sprachen wie Englisch, Russisch, usw. ist dies nicht der Fall, aber wir
kénnten diese trivialen Worter einfach ausschlieBen.)

Betrachten wir die Relation (W, ~) gegeben durch
w~w e f(w) = fw), (4-1)
wobei f : W — X die Abbildung mit f(w) = 1. Buchstabe in w fiir alle w € W ist.

Dann per Konstruktion reduziert f die Relation (W, ~) auf (X,=). Aufgrund dessen und da (¥,=) eine
Aquivalenzrelation ist, ist (W, ~) automatisch eine Aquivalenzrelation auch.

Eigentlich spielt est keine Rolle, wie die Funktion, f, aussieht. Solange die Reduktion (4-1) gilt, bleibt (W, ~)
eine Aquivalenzrelation. Dies gilt also insbesondere ebenfalls, wenn f den zweitletzten Buchstaben von Wértern
berechnet.

SKA 4.6

[v)
—~
I
L
=
=
o~
[\v]
|

(a) —1)2.22 4 (=13 .32 4+ (=1)* - 42 + (-1)5 - 52 + (-1)5 - 62

(
4—9+16 — 25+ 36 = 22

(2 1-1)+(2-2-1)+(2-3—-1)+(2-4-1)
1-3+5—-7=—4

(b) 15,25 - 1)

SKA 4.7

Behauptung 4-2 Bezeichne mit ®(n) die Aussage
i (=14 = (=1)"in(n+1). (4-2)
Dann gilt Yn e N: ®(n). O
Beweis. Wir zeigen Behauptung 4-2 stumpf per Induktion.

Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann
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1 i2 2=-1
(~D)"in(n+1) = (=D)L -1-(1+1)=-1

Also gilt (4-2). Also gilt ®(1).

Induktionsvoraussetzung: Sei n > 1. Angenommen, ®(n — 1) gilt.

Induktionsschritt: Zu zeigen: ®(n) gilt, d. h. Gleichung (4-2) gilt.
Es gilt

S0 = B (DR 4 (D)
= ()" Mm-1(n—-1+1)+(-1)"n?
wegen der [V
(=)™ - (—%n(n —1) +n?)
—1)" - (—in® + in+n?)
1)" : (%n2 + %n)

I
A/—\A

Also gilt (4-2). Also gilt ®(n).
Also gilt ¥n e N : ®(n). n
Fiir die Summe > .(—1)%? ist der Ausdruck lediglich

Yimg(=D'E = XL (=14 = (=)t 1 - (-1)%22
= (-D)"in(n+1)-3

fir alle n > 3. Sollten wir dies per Induktion beweisen wollen, brauchen wir lediglich im o.s. Beweis den
Induktionsanfang auf n = 3 zu dndern. Der Rest bleibt erhalten.

Bemerkung 4-3 Man merkt, dass Induktion mit Deduzieren (»Ableiten«) nichts zu tun hat. Induktion ist
schlieBlich nur ein Werkzeug, um Behauptungen zu verifizieren. Sie verschafft uns aber keine Mittel, um auf die
Behauptungen zu kommen. In diesem konkreten Falle wurde Vorarbeit geleistet und direkt argumentiert, um
auf den Ausdruck in (4-2) zu kommen. Ohne diese Arbeit wiren wir auf diesen Ausdruck gar nicht gekommen.
In dieser Vorarbeit steckt also die eigentliche mathematische Arbeit und dies bedarf etwas Kreativitat, Intuition,
usw. Haufig reicht diese Vorarbeit aber nur, um auf eine sinnvolle Behauptung zu kommen, und zum Schluss
runden wir dies mit Induktion ab, um formal die behauptete Aussage zu bestdtigen. Das ist die eigentliche
Rolle von Induktion als Beweismittel. O

SKA 4.8

Kurzes Argument:

Wenn jede Farbe jeweils auf maximal 1 Karte vorkommt, gibt es < 4-1 Karten. Aber 5 Karten werden gewdhlt.

Ausfiihrliches Argument:
Seien X := {%,, 0, M} die Menge der Farben und Y :={1,2,3,4,5} die Indizes der Karten. Sei

f: X — P(Y) die Funktion, die der Wahl entspricht, d. h.
f(x) = {yeY |Kartey hat Farbe x}
fir alle Farben z € X.

Nun, jede Karte, y € Y, hat eine Farbe, sodass y € f(x) fiir ein z € X. Also Y < |, f(x). Und per
Definition f(x) < Y fiir alle z € X. Darum |,y f(z) S Y. Also

Y = UmeXf(x)

Andererseits sind die Mengen (f(2)).ex paarweise disjunkt, da jede Karte hdchstens eine Farbe hat. Also ist
(f(x))zex eine Partition von Y. Darum

Y1 =[Usex f(@0)] = Xpex [f(@)] < [X]- maxgex |f(2)]
= maxgex [f(2)] = [Y]/|X] = 5/4>1
= JzeX:|f(z)>1
= JzeX:|f(z)=2

Nach der Definition von f heiBt dies, es gibt eine Farbe, x € {&, >, 0, #}, so dass = 2 der gezogenen Karten
der Farbe z sind.
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SKA 4.9

Kurzes Argument:
Wenn jeder Kalendartag jeweils von maximal 17 Studierenden gefeiert wird, gibt es < 366 - 17 = 6222

Studierende. Aber es gibt > 7000 Studierende.

Ausfiihrliches Argument:
Seien X ={1. Jan, 2. Jan, ..., 31. Dez} die Menge der Kalendartage und

Y = {z | zein/e Studierende/r an der Uni Leipzig}. Sei f:X — P(Y) die Funktion, die der Wahl
entspricht, d. h.

f(x) = {yeY|Studierende/r y hat am Tag = Geburtstag}
fiir alle Kalendartage x € X.

Nun, jede/r Studierende/r, y € Y, hat einen Geburtstag, sodass y € f(x) fireinz e X. AlsoY < |,y f(2).
Und per Definition f(z) < Y fiir alle z € X. Darum |,y f(z) = Y. Also

Vo= Upex f()

Andererseits sind die Mengen (f(x))zex paarweise disjunkt, da jede/r Studierende/r hdchstens einen Ge-
burtstag hat. Also ist (f(x))zex eine Partition von Y. Darum

Y1 =[Usex f(0)] = Xpex [/(@)] < [X] - maxgex |f(2)]
—  maxeex |f(2)] = [Y|/[X] = 7000/366 > 19
= JzeX:|f(zx)]>19
= JreX:|f(z)>20

Nach der Definition von f heiBt dies, es gibt einen Kalendartag, « € {1. Jan, 2. Jan, ..., 31. Dez}, so dass
mindestens 20 Studierende z als Geburtstag feiern. Insbesondere gibt es 18 Menschen, die den gleichen
Geburtstag feiern.

SKA 410

Behauptung 4-4 Bezeichne mit ®(n) die Aussage
® Fiir alle endlichen Mengen, Ey, Es, ..., E,, gilt | ];_, Ei| =1, |Eil.
Dann gilt Yn e N: ®(n). %
Beweis. Wir zeigen dies per Induktion mit den Fillen n < 2 als Induktionsanfang.
Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann fiir alle Mengen, E;
|H¢1:1 Ei| = [E| = 1_[3:1 | Eil
Also gilt ®(1).
Sei n = 2. Laut Lemma 4-5 (siehe unten) gilt fiir alle endlichen Mengen Ey, E
I[Z Bl = |Bvx By = |BEi-|E| = [l |Eil.
Also gilt ®(2).
Induktionsvoraussetzung: Sei n > 2. Angenommen, ®(n — 1) gilt.

Induktionsschritt: Seien Ey, Es, ..., E, beliebige endliche Mengen.
Zu zeigen: |[ [, E;| =[], |Ei] gilt.

Es gilt
n n—1
Tz Bil = | Hi=—11 E; x E,|
= |15 Bl |Eal, da ®(2) gilt
= T1'Z' B - |Eal  wegen der IV
= H?:l | B
Also gilt ®(n).
Also gilt Vn e N : &(n). =
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Wir miissen noch den Fall fiir 2 Mengen beweisen.

Lemma 4.5 Seien X, Y beliebige endliche Mengen. Dann | X x Y| = |X|-|Y]. O

Beweis. Wir zeigen dies direkt. Seien m := |X| und n := |Y|. Wegen Endlichkeit liegen m,n in Ny.
Falls m = 0 oder n = 0, so gilt X = ) oder Y = ) und damit
XxY] = 0] = 0 = m-n = |[X]|-]Y].

Beschranken wir uns also auf den Famm m,n > 0. Per Definition von Kardinalitit (siehe [Sin20, §3.3,
S.54]) existieren also Bijektionen

f o {o,L,....om—-1} — X,
g : {0,1,....n—1} — Y.

(Wir fangen aus praktischen Griinden mit O statt 1 an.)
Definiere nun

h : {0,1,....mn—1} —» XxY
: k = (f(mod(k, m)), g([k/m])),

wobei [-] : R — Z die GauBklammerfunktion, die reelle Zahlen abrundet.
Zu zeigen: h ist eine wohldefinierte Bijektion.

Wohldefiniertheit: Fiir alle k£ € {0,1,...,mn — 1} gilt ¢ := mod(k,m) € {0,1,...,m — 1} =
dom(f) und j := [k/m] € {0,1,...,n — 1} = dom(g), sodass f(i) € X und g(j) € Y und
damit h(k) = (f(i),9(j)) e X x Y.

Injektivitat: Seien ki, k2 € {0,1,...,mn — 1} beliebig. Zu zeigen: h(k1) = h(ks) = k1 = ka.
Nach  [Sin20, Satz 3.4.2] existieren (eindeutige) Werte ¢q1,q2€Z und
ri1,m2 € {0,1,...,m — 1}, so dass

ki = mq +r1,
ke = mqg + ro. (43)

Daraus l&sst sich ableiten, dass mod(ki,m) = r1, mod(ka,m) = ra, [k1/m] = ¢1, und
[k2/m] = g2. Darum gilt

(k) = hks) <= (f(r)g(ar) = (f(r2), 9(¢2))

= f(r1) = f(r2)undg(q1) = g(q2)
= ry=raundq = qo
da f, g injektiv sind
(43)
= ki1 =mq +7r1 =mqe +ra = ko.
Surjektivitat: Sei (z,y) € X x Y. Zu zeigen: (z,y) € Bild(h).
Wegen der Surjektivitat von f, g existieren nuni € {0,1,...,m—1}und 7€ {0,1,...,n—1},
so dass f(i) =z und g(j) = y.
Setze nun k := mj + i.
Dann mod(k,m) =i und [k/m] = j, sodass h(k) = (f(i),9(j)) = (z,y).
Also gilt (z,y) € Bild(h).

Darum ist h ist eine wohldefinierte Bijektion, woraus sich per Definition von Kardinalitdt direkt ergibt,
dass |[X x Y| =mn = |X|-|Y]. |

SKA 411

Um ein Argument zuriickzuweisen, reicht es haufig aus, das Argument einfach ausfiihrlich aufzuschreiben.
Wir nehmen die Ausfiihrung und formalisieren diese:

Behauptung. Bezeichne mit G(x), dass x ein Goldfisch ist. Fiir n € N bezeichne mit ®(n) folgende Aussage
® Fiir alle n-elementigen Mengen, X, von Fischen, wenn 3z € X : G(x), dannVx € X : G(x).
Dann ¥n e N: ®(n) O

Beweis (ungiiltiges Argument). Dies wird per Induktion argumentiert.
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Induktionsanfang: Betrachte eine 1-elementige Menge, X, von Fischen.
Angenommen, ein zo € X mit G(zg) existiere.
Da X nur dieses eine Element enthilt, gilt offensichtlich Yz € X : G(z).

Induktionsvoraussetzung: Sei n € N mit n > 1. Angenommen, ®(n) gilt.

Induktionsschritt: Sei X eine n 4 1-elementige Menge von Fischen.
Angenommen, ein xg € X mit G(zy) existiere. Zu zeigen: Fiir alle x € X gilt G(x).
Fixiere einen anderen Fisch 1 € X \ {zo}, was moglich ist, weil | X|=n+1> 2.
Setze Xy := X \ {z1} und X7 := X \ {x0}.
Da xy # xg, sind Xy, X1 verschiedene n-elementige Mengen:

Xy X,

~

X

Fokussieren wir uns zunichst auf X, (die schattierte Teilmenge).
Da Xy n-elementig ist und zg € Xy und G(xo), gilt per IV (1) Vz € X : G(x).

Woahle nun irgendeinen der Fische, & € X und setze X’ := X \ {Z}.

O.E. kénnen wir T := zo wahlen, sodass X' = X gilt.

Die Teilmenge X7 ist nun eine n-elementige Menge mit mindestens n — 1 Goldfischen.
‘Also Jz e X1 : G(z). ‘

Per IV gilt also Vz € X; : G(z).

Daraus und aus (1) folgt Vz € X : G(z), daja X = Xy u X;.

Darum gilt ®(n + 1).

Darum gilt Yn e N: ®(n). |

Das Problem mit diesem Argument steckt im Induktionsschritt an genau dieser Stelle:
Also 3z € X' : G(x).
Im urspriinglichen Text ist dies die problematische Stelle:

Jetzt kénnen wir aber auch einen der Goldfische rausnehmen und haben wieder ein Aquarium
mit n Fischen und mindestens einem Goldfisch.

Zuriick aber zu unserer Formalisierung:

Wir haben etwas ausfiihrlicher gezeigt, dass die Menge X' mindestens n — 1 Goldfische enthalt. Wenn wir
Z := x¢ wahlen entspricht dies der GroBe des Schnitts Xy n X;. Das Diagramm mag andeuten, dass dieser
Schnitt nicht leer ist, aber das Diagramm tduscht. Wir brauchen n > 2, damit der Schnitt nicht leer ist. Aber
im Induktionsschritt wird nur n > 1 vorausgesetzt.

Kurzgesagt, das heiBt das Induktionsargument ist faul, | weil der Schritt 1 v~ 2 implizit iibersprungen wird |
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SKA Blatt 5
Woche 5

SKA 5.2

Betrachtet sei die Teilbarkeitsrelation (Z, |). Wir priifen, welche Axiome erfiillt sind und beurteilen aufgrund
dessen, ob es sich um eine Aquivalenzrelation, partielle Ordnung, Abbildung, usw. handelt.

Reflexivitdt: Sei a € Z beliebig. Zu priifen: a | a?
Esgilta=1-aund 1eZ.
Darum gilt a | a.

Also ist (Z, ) [ reflexiv |

Symmetrie: Betrachte bspw. 2,10 € Z.
Es gilt 2| 10 aber 101 2.

Darum ist (Z,]) ’ nicht symmetrisch ‘

Antisymmetrie: Betrachte bspw. 2, -2 € Z.
Es gelten 2| —2 und —2 2, aber 2 # —2.

Darum ist (Z,|) ’ nicht antisymmetrisch ‘

Transitivitdt: Seien, a,b,c € Z. Zu priifen: (a |bund b|c) = a|c?
Es gilt:

albundb|c <= 3k, jeZ:c=kb b=ja
= Jk,je€Z:c=(kja
= dJmeZ:c=ma

ale.

!

Also ist (Z, ) [transitiv ]

Totalitdt: Betrachte bspw. 5,7 € Z.
Dann 5¢7, 745, und 5 # 7.

Darum ist (Z,|) .

Linkstotalitdt: Sei a € Z. Zu priifen: 3be Z: a | b?
Wegen Reflexivitat gilt nun a | a.

Also ist (Z,]) [linkstotal |

Rechtseindeutigkeit: Betrachte bspw. 2,10,100 € Z.
Es gilt 2| 10 und 2| 100, aber 10 # 100.

Darum ist (Z,|) ’ nicht rechtseindeutig ‘

Daraus folgt, dass (Z, |) weder eine Aquivalenzrelation noch eine (lineare) Ordnungsrelation noch eine partielle
Ordnungsrelation ist. Und es gibt keine Funktion f : Z — Z, so dass Gph(f) = |.

Bemerkung: Man kann aber zeigen, das die Beschrankungen (Ny,|) und (N,|) zusatzlich Antisymmetrie
aufweisen, sodass diese partielle Ordnungsrelationen sind.




SKA 5.3

Seien a,b € Z mit b > 0. Um a durch b (mit Rest) zu teilen, setzt man

q [a/b] € Z
r = a—b-qeZ.

wobei [-] : R — Z die GauBklammerfunktion ist, die reelle Zahlen abrundet. Per Definition gilt
g < a/b < g+1

also
0 < a—-b-gq < b

Darum r € {0,1,...,b— 1}.

Um dies aber per Hand bzw. im Kopf zu machen, verwendet man iterative Algorithmen, die aus Schritten
besteht: a und b durch »einfachere« Zahlen ersetzen; mit einfacheren Zahlen teilen; Nachjustieren.

Welche Methode auch immer man anwendet hat dies mit | dem Existenz-Teil | des Beweises zu tun.

SKA 54

Behauptung 5-1 FEs gilt
(i) g8T(a,b) = ggT(b,a);
(ii) ggT(a,b) =ggT(lal,[b]);
(iii) ggT(a,0) = ggT(0,a) = |al|, solange a # 0;

(iv) ggT(ca,cb) =|c|ggT(a,b), solange b,c # 0;
fiir a,b, c € Z. O
Beweis. (i): Es gilt ggT(a,b) = max{de N:d|a,b} = max{de N:d|b,a} = ggT(b,a).

(ii): Sei d,x € Z. Dann ist es einfach zu sehen, dass d |z < d| |z|.
Darum gilt ggT(a,b) = max{d e N:d|a,b} = max{de N:d||al,|b|} = ggT(|al, |b]).

(iii): Laut (i) reicht es aus zu zeigen ggT(a,0) = |al.

Es gilt ggT(a,0) = max D, wobei D :={de N:d|a,0}.

() Setze dy := |a| > 0. Offensichtlich gilt dy | a, 0.

() Fiir alle de Ngilt d|a = |§] = 1 (da a,d # 0) = d < |a| = dp.
Daraus ergibt sich,

| 1
i Y D c {deN:dla) € {deN:d<dy)

—
=

woraus sich ergibt, dass dp < max D < dy. Also ggT(a,0) = max D = dy = |al.

(iv): Setze d; := ggT(a,b) und dy := ggT(ca,cb). Zu zeigen: dy = |c|d;.
Wir zeigen dies durch zwei Ungleichungen.
Es gilt

di|a,b < 3k,jeZ:a=kdyundb= jd;

dk,j € Z : ca = kedy und cb = jedy
3k,j € 7Z : ca = k|c|dy und ¢b = j|c|dy
da man z.B. k durch —k ersetzen kann
< |c|dy | ca,ch

Per Maximalitdt von dy unter den positiven Teilern, folgt | |c|d; < ds |

Andererseits existieren nach dem Lemma von Bézout u,v € 7, so dass

=
=

dy =ggT(a,b) = wa+vb
woraus sich ergibt, dass
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= tu+ o

da 2 (5]_)
Da ds | ca, cb ist die rechte Seite von (5-1) in Z. Und da |c|,d1,ds > 0, ist die linke Seite von (5-1) strikt
positiv, sodass w > 1 gilt. Darum ‘ leldy =w-da = 1-ds ‘ [ |

Bemerkung. Ohne das Lemma von Bézout ist ein Beweis vom Letzten Punkt praktisch unmachbar.

SKA 5.5

Seien a = 57 und b = 21. Dann gilt a = ¢b + r, wobei ¢ = 2 und . Es gilt ggT(a,b) = 32 und
geT(b,r) = 3° Also gilt ggT(a,b) = ggT (b, mod(a, b)), genau wie [Sin20, Lemma 3.4.5] allgemein besagt.

SKA 56

Fiir jeden Fall berechnen wir ggT(a,b) mittels des Euklidischen Algorithmus (siehe [Sin20, Satz 3.4.7]).

a b | Restberechnung (symbolisch) | Restberechnung (Werte)
1529 170 a=b-q+nm 1529 = 170 - 8 + 169
b=r1-qo+ 7o 170 = 169 -1 +[ 1]
T =72-Q3 + 713 169 =1-169+0
13758 21 a=b-q+1m 13758 = 21-655-1—
b=r1-q2+ 7o 21=3-74+0
210 45 a=b-qg1+nm 210 =45-4+30
b=r1-q+72 45=130-1+[15]
TN =72-Q3 + 73 30=15-2+4+0
1209 102 a=b-qg1+m 1209 = 102 - 11 4 87
b=r1-q2+ 17 102 =87-14+15
TL=T2-G3t7T3 87=15-5+12
Py =Ts-qu+ T4 15=12-1+[3]
rs =74-Qs + 75 12=3-4+4+0

SKA 5.7

Wir verwenden die Berechnungen aus der Tabelle in SKA 5.6.

a b | Rest (symbolisch) Rest (Werte)
1520 170 | ri=a—8-b 169=1-a+ 8-b
ro=b—1-r, | |[1=-1-a+9-0]
13758 21 | ri=a—655-b |[3=1-a+—655-b]
210 45 | r—a—4-b 30=1-a+ 4-b
ro=b—1-r1 | [15=-1-a+5b]
1200 102 | r=—a—11-b | 87 =1-a+—11-b
ro=b—1-1r 15=—-1-a+12-0
r3 =11 —95-T9 12=6-a+-71-0b
ra=rs—1-13 | [3=-7-a+83-b]

&weil 7 = 3 -5 und 3,5 € P und nur 3| 57 gilt.
byeil 7 = 3.5 und 3,5 € P und nur 3|21 gilt.
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SKA 5.8

Das Lemma von Bézout wird mittels des ’ Euklidischen Algorithmus‘ bewiesen.
Korollar 3.4.10 baut darauf und charakterisiert, wann zwei Zahlen teilerfremd sind.
Lemma 3.4.12 baut darauf und zeigt Vi : b, a; teilerfremd = b, [ [\"_, a teilerfremd.
Satz 3.4.14 baut darauf und zeigt p | [["_, a; = Ji: p| a; fiir p prim.

Dieses letzte Ergebnis wird im Induktionsargument instrumentalisiert, um Primzerlegungen der Lange k,[ auf
Primfaktorzerlegungen der Lange k — 1,1 — 1 zu reduzieren, um das Induktionsargument voranzubringen.

Bemerkung 5-2 In der Algebra gibt es zwei Begriffe, die bei gewdhnlichen Primzahlen, sich anwenden lassen:
Irriduzibilitdt und prim. Die Definition in abstrakten Kontexten von prim entspricht der Eigenschaft in [Sin20,
Satz 3.4.14], wahrend Irriduzibilitdt eher sich auf die Teilbarkeit bezieht. Etwas »Zufélligerweise« handelt es
sich bei Z um eine Art von Struktur, in der diese zwei Konzepte zusammenfallen. Wie in fast allen technischen
Bereichen sollte man auf solche »Zufilligkeiten« achten: Irgendwann befindet man sich in einer Situation,
wo man feiner unterscheiden muss und es nicht mehr selbstverstandlich ist, zwei Konzepte als identisch zu
behandeln. O

SKA 510

Siehe [Sin20, Satz 3.5.1]. Hier eine Alternative:
Fiir r = 0 setze man ¢, := 1 und p, := 0. Und fiir alle anderen rationalen Zahlen, r € Q\ {0}, wahle

D(r)

¢r = min{neN|g -reZ}eN
Dr gr 7€ Z.

Da r rational ist, ist D(r) per Definition nicht leer. Darum ist die Wahl von ¢, und p,. wohldefiniert und per
Konstruktion gilt p,./q, = r. (Fiir r = 0 gilt ebenfalls offensichtlich p,./q, = r.) Damit haben wir die Existenz
einer kanonischen Darstellung begriindet.

Stimmt dies mit der Konstruktion im [Sin20, Satz 3.5.1] liberein?

Fir r = 0 gilt offensichtlich ggT(p,,q-) = 1. Fir r € Q\ {0} gilt d := ggT(pr,q-) = 1, denn sonst wire
4= eine positive natiirliche Zahl in D(r), da & .r = &% = Br ¢ 7, wahrend & < ¢, (strikt), was ein
Widerspruch zur Minimalitat ist. Darum entspricht unserer Darstellung der im [Sin20, Satz 3.5.1].

SKA 5-12

Behauptung (vgl. [Sin20, Satz 3.5.3]). Seip € P eine Primzahl. Dann 3z € Q : 2% = p. O

Beweis. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann existieren ¢ € Z und b € N mit (%)2 = p. Wir
konstruieren nun per Rekursion eine Folge ((an,bn))nen S Z x N mit der Eigenschaft, dass (‘g—:)2 =p

und (b, )nen strikt monoton absteigend ist:

® Setze ap := a und by = b. Offensichtlich gilt per Wahl (‘;—")2 = p.

® Sein > 0. Angenommen, wir haben bereits ((ay,bx))}Z; konstruiert. Aus ($=)2 = p folgt nun

a? = pb?. Daraus folgt p | a,, - a,, und damit gilt (vgl. [Sin20, Satz 3.4.14]) p | a,,, weil p prim ist.
Dab? =p- (a?”)2 und da % € Z, erhalten wir ebenfalls p | by, - b, und wiederum p | b,,.

Setze also a, 11 := % und by,

1= b?". Dann wie oben gezeigt wurde, gilt a,,+1 € Z und b, 11 € N.
Offensichtlich gilt (32£+)* = (§)* = p. Und, da p > 1, gilt b 11 < bn.

Darum funktioniert die rekursive Konstruktion. Da nun (b,)nen © N eine strikt monoton absteigende
Folge ist, haben wir einen Widerspruch erreicht, weil (N, <) eine Wohlordnungsrelation ist. |

(0]



SKA 513

Behauptung (vgl. [Sin20, Satz 3.5.5]). Seien a,b,c € R mit a # 0. Dann existiert eine Nullstelle von
ax® + bx + c gdw. A = 0, wobei A := b* — 4ac.

Beweis. Zunichst berechnen wir eine Umformung: Sei z € R. Dann

ar? +br +c=

Falls A > 0, so existiert ein VA >

0 < 4a(ar®> +br+c¢)=0 daa#0
< (2az)? + 2b(2az) + b* = b? — 4dac
> (2ax +b)? = A.

0 mit \/52 = A. Darum gilt

ar? +br+c=0 &3 (2ax +b)2=A <= 2ax+b=+VA — z=

fir alle x € R. Das heiBit, falls A > 0, hat das Polynom reellwertige Nullstellen, und zwar sind die
Nullstellen durch {%} gegeben.

Falls A < 0, so existieren keine Nullstellen. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Fixiere eine Lésung
x € R und setze o := 2ax + b € R. Aus (5-2) folgt nun A = a2. Aber o? > 0 fiir alle a € R. Dies ist

ein Widerspruch.

SKA 514

Die Gruppe von Bijektionen von {1,2} auf {1,2} entspricht der Permutationsgruppe S>. Dies hat 2! = 2
Elemente, die standardgemaB mit folgenden Labels bezeichnet werden:

Label | Beschreibung des Elements

a

Funktion, die alles fixiert

Die Gruppentafel sieht folgendermaBe

2) | Funktion, die 1 und 2 tauscht
n aus:
h
gh (12)
e e (12)
I 12 la2 e

Die Gruppe von Bijektionen von {1,2,3} auf {1,2, 3} entspricht der Permutationsgruppe Ss. Dies hat 3! = 6
Elemente, die standardgemaB mit folgenden Labels bezeichnet werden:

Label

Beschreibung des Elements

W W NN W
w
=

e e e e e )
== =N

Funktion, die alles fixiert

Funktion, die 2 und 3 tauscht
Funktion, die 1 und 2 tauscht
Funktion, die 1 — 2 — 3 +— 1 abbildet
Funktion, die 1 — 3 — 2+ 1 abbildet
Funktion, die 1 und 3 tauscht

Die Gruppentafel sieht folgendermaBen aus:

h

gh e (23)  (12) (123) (132) (13)

e e (23)  (12) (123) (132) (13)

(2 3) (2 3) e (132) (13) (12) (123)

(12) (12) (123) e 23)  (13) (132
9 (123 | @123 (12 (13 (132 e (2 3)

(132)|(132) (13 (23) e (123) (12

(13) (13) (132 (123) (12 (23) e




(Achtung: Tafel wurde per Code generiert, also ist die Reihenfolge méglicherweise nicht »asthetisch<.)

SKA 515

An der Tafel lasst sich leicht erkennen, ob eine Gruppe kommutativ ist: eine Gruppe, G, ist genau dann
kommutativ, wenn die Gruppentafel symmetrisch ist. Hierbei sollte man darauf achten, dass die Labels der
Elemente gar keine Rolle spielen. Um dieses Urteil leichter treffen zu kénnen, ersetzen wir die Elemente o. E.

durch verschieden gefarbte Quadrate:

EE - DEEEEE

‘e

- AR
(

a) SQ

Abbildung 5.1: Gruppentafel mit Elementen durch Farben ersetzt

Nach den o.s. Tafeln ist die erste Gruppe, S2, kommutativ und die zweite, S3, nicht.

7



SKA Blatt 6
Woche 6

SKA 61

Betrachte die Verkniipfung (N, ), die vermoge a #b := a® definiert wird. Wir priifen das Assoziativititsgesetz.
Seien zu diesem Zwecke erstmals a, b, c € N. Dann

ax(bxc) = a=b° a®*

(CL * b) * C = ab xCc = (ab)C — abc. (61)
Darum
ax(brc)=(ash)xe S o =g
<= a = loderb® = bc (6-2)

«—= q=loderb ! =c¢.

Diese analytische Untersuchung hilft uns, ein Gegenbeispiel zu finden: Seien a := 2, b := 3, ¢ := 2. Dann
a# 1 und b1 = 3! 5 c. Darum laut (6-2) gilt a = (b*c) # (a*b) *c.

Also erfiillt (N, ) das Assoziativitadtsaxiom nicht.

SKA 6-2

Die Multiplikationstabelle fiir (R, +, ) mit R = {0, 1} ist wie folgt

(e
—
(a») .
(e

+
0
1

SKA 6-3

Betrachte {0,1, a} mit folgenden Operationen +, -

+ 10 1 a 0 1 a
0]0 1 a 0 0 O
1|1 a O 110 1 a
ala 0 1 al|l0 a 1

Diese Struktur ist offensichtlich isomorph zu (Z/3Z, +,-) mittels 0 — 0, 1 — 1, a — 2. Da (Z/3Z,+,-) ein
Korper ist, ist ({0,1,a},+,-) ebenfalls wegen des Isomorphismus ein Korper. Insbesondere sind die o.s.
definierten Operationen assoziativ.



SKA 64

Behauptung. Sei K ein Kérper und seien x,y € K mit xy = 0. Dann gilt x = 0 oder y = 0. O

Beweis. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann = # 0 und y # 0. Darum existieren multiplikative

Inverse, z7', 4y~ € K. Aus 2y = 0 folgt dann
1L = yly = yl'ly = y ey = (yla @y = (@ '27) = o

Das ist ein Widerspruch! |

Bemerkung. Wir haben hier den Satz Va € K : a-0 = 0 (siehe [Sin20, Satz 4.2.2]) in Anspruch genommen.

SKA 65

Sei R = Z/67Z versehen mit Addition und Multiplikation modulo 6.
Beachte: das additive Neutralelement ist die Aquivalenzklasse [0].
Fiir x = [2] und y = [3] gilt 2,y ## [0] und aber xy = [2- 3] = [6] = [0].

Bemerkung. Wir nennen solche Elemente Nullteiler.

SKA 66

2 21-(5+3) —6+10 3 5
(a) R L AR
= NRe(z1) = —55, Im(z1) = 75.
3—20 (3—2)-(1—21) B+ (=2)(-20))+(—6+-2)2 (3—4)+ -8 1 s
29 1= = = = = —z +t1e
1+ 2 12 4+ 22 5 5 0 5
— %6(2'2) =% jm(ZQ) =z
(b)

GauBverfahren angewandt auf (A|b):

1+ 1 0
—2 2—|1
Wende die Zeilentransformation Z; <~ (1 —1) - Z; an:
2 1—2|0
—2 2— |1
Wende die Zeilentransformation Zy <~ Zy + Z; an:
2 1—2 |0
0 3—22 |1
Aus der Stufenform erschlieBt sich
_ 1 _ 3+2: _ 342
. _ I _ TR, C B
@ 2 =2y) = 37 = -

SKA 6.7

(a) Esgilt4-7=—-1-2=—2= 3 modulo 5.

(b) Es gilt 2100031 = (1 )ungerade Zahl — 7 — 9 modulo 3.
Es gi|t 21()()3()2 = (71)gerade Zahl = 1 modulo 3.

79



(c)

(d)

Fiir Z/57 ist die Menge an Moglichkeiten klein, sodass wir per brute force das Inverse von 3 bestimmen
kdnnen:

n |0 1 2 3 4

3-n]0 3 4 2
Darum gilt 32 = 1 modulo 5, sodass in Z/52.

Fiir den Fall Z/103Z gibt es deutlich mehr Méglichkeiten, sodass es ein Versuch durch rohe Gewalt nicht
mehr sinnvoll ist. Darum wenden wir das Lemma von Bézout an und lesen das Resultat daraus.

Zur Erinnerung: Durch den Euklidischen Algorithmus auf (a := 103, b := 21) angewandt erhalten wir
ganze Zahlen, u,v € Z, so dass u - 103 + v - 21 = ggT(103,21) gilt. Da aber 103 € P und 1 < 21 < 103,
gilt ggT(103,21) = 1, sodass die o.s. Identitdt 1 =« - 103 + v - 21 = 0 + v - 21 modulo 103 liefert, was
wiederum bedeutet, dass 21! = v in Z/103Z.

Zunichst fiihren wird also den Euklidischen Algorithmus auf a = 103 und b = 21 aus:

Restberechnung (symbolisch)

Restberechnung (Werte)

a=b-q+nr
b:7’1'QQ+7’2
TL=7T2-¢3+ T3
Ty =T3 44+ T4

103 =21-4+19

21=19-1+2
19=2-9+[1]
2-1-2+40

Also gilt ggT(103,21) = 1 wie erwartet. Und jetzt kehren wir die Ausdriicke um, um die Koeffizienten

u, v zu bestimmen:

Rest (symbolisch)

Rest (Werte)

rn=a—4-b
T’2=b71’7’1

19=1-a+-4-0b
2=—-1-a+5-b

T’3=7'1—9'7’2

[1=10-a+—49 - b]

Darum liefert uns das Bézout Lemma 1 =10-a—49-b=10-103 —- 21. Also gilt wie oben

2171 = —49 = 54]in Z/103Z.
(Man priift dies: 21 -54 = 1134 =103 - 11 + 1 = 1 modulo 103. Also ist das Ergebnis richtig!)

Wir fiihren das GauBverfahren zuerst in Z durch, nur achten wir darauf, niemals mit Vielfachen von 11
oder 13 zu multiplizieren:

GauBverfahren angewandt auf (A|b):

2 3|0
10 7 | =5

Wende die Zeilentransformation Zy <~ Z5 — 5 - Z; an:

2 =3] 0
0 22 | -5

Wir wenden die Zeilentransformation Z; «~ 7 - Z; + Z5 an und erhalten das aquivalente

System (1):
i =)

In Z/117Z ist das System ab (1)

LGS modulo 11:
3 1
0 0

— | System unl6sbar |, da 6 # 0 in Z/11Z.

:)
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In Z/13Z ist das System ab (1)

LGS modulo 13:

1 1|8
0 918

Wende die Zeilentransformationen Z; <~ 9- Z; — -Z5 an:

9 0| -1
0 9| 8

Daraus ergibt sich die Losung in Z/13Z:

£ = 91 -1 = 3.-1 =
zs = 971.8 = 3.8 = |11}

Also ist m die L6sung des LGS in Z/13Z.

AlLso ist das LGS innerhalb Z/13Z |6sbar, aber nicht innerhalb Z/11Z.

SKA 6-8

Satz. Seip € P eine Primzahl. Fiir jedes m € Z mit ptm ist die Abbildung M, : Z/pZ — Z/pZ, die vermége
M, ([z]) = [m] - [z](= [mz]) definiert wird, wohldefiniert und injektiv. Insbesondere existert ein (x| € Z/pZ,
so dass [m] - [z] = [1].

Beweis. Dass diese Abbildung wohldefiniert ist, folgt aus der Wohldefiniertheit von Modularmultiplika-
tion.

Seien [z], [2'] € Z/pZ. Angenommen M, ([z]) = M, ([2]). Zu zeigen: [x] = [2'].

Aus M, ([z]) = M, ([2']) folgt [ma] = [ma’] per Konstruktion der Abbildung M,,.

Per Definition der Aquivalenzklassen gilt somit ma = ma’ modulo p.

Daraus folgt p | (max — ma’), also p | m - (z — z').

Da p prim ist, gilt p | m oder p| (z — 2’) (siehe [Sin20, Satz 3.4.14]).

Per Voraussetzung auf m folgt daraus, dass p | (v — ).

Daraus folgt = = 2’ modulo p, und somit [z] = ['] per Definition der Aquivalenzklassen.
Darum ist M, injektiv.

Da nun Z/pZ endlich ist, sind injektive Abbildungen zwischen Z/pZ und sich selbst automatisch surjektiv.
Per Surjektivitit existiert ein Element [x] € Z/pZ, so dass [1] = M,,,([z]) = [m] - [z].
Das heiBt, [m] ist invertierbar innerhalb Z/pZ. |

Bemerkung. Die letzte Aussage in diesem Satz gilt auch allgemeiner: Sind n, m € Z teilerfremd, dann ist [m]
innerhalb Z/nZ invertierbar. Falls n nicht prim ist, muss man sich allerdings bei der Injektivititsargumentation
mehr bemiihen. Einfacher ist also natiirlich die Anwendung von dem Lemma von Bézout.
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TEIL 11l

Quizzes



Quiz 1
Woche 1

Behauptung. Das LGS

\
w

- + a-y
a-xr - 4949 = 0

ist genau dann I6sbar, wenn a € R\ {£2}.

Beweis. Sei a € R beliebig. Wir fiihren das GauBverfahren aus:

Urspriingliches LGS (A, |bg):

-1 a |3
a —41]0

Wende die Zeilentransformationen Zy <~ a - Z1 + Z5 an:

1 a 3
0 a®2—41|3a

Wenn a € {£2}, ist das LGS unlésbar, da in der 2. Zeile links nur O Eintrdge stehen und rechts +6.
Wenn a ¢ {12}, gibt es zwei Stufen und damit ist das LGS l8sbar.
Also gilt die Behauptung.



Quiz 2
Woche 2

Sei L die Gerade {v + tw | t € R} = R?, wobei
4 2
v o (F) v o= (%)
5 12
(1) Behauptung. Der Punkt, x = (if ) liegt in der Geraden, L. O

Beweis. Es gilt

xel < JteR:x=v+itw
— dJteR:x—v=1tw

— dteR: (—13) :t(—26>
6 12
Nun ist die letzte Aussage wahr, da der Ausdruck innerhalb des Existenzquantors offensichtlich unter
t= % wahr ist. Darum gilt x € L. |

(2) Fixiere einen Vektor, w, € R?, der zu w normal ist. Z. B. kénnen wir
()
w, = |-
+ 0
wihlen. Dann gilt (w,w,) = 0, sodass die Vektoren normal zueinander stehen.
Nun, fiir x € L setze
Ly = {x+s-wi|seR}L

Dann gilt offensichtlich x € L n L.

Andererseits, da die Richtungsvektoren in den Geraden nicht linear abhingig sind, (da sie normal zuein-
ander stehen), gilt |L n Ly| < 1.

Darum gilt L n Ly = {x}.



Woche 3

Quiz 3

(a)

(b)

Behauptung. Seien X, Y beliebige Mengen und f : X — Y eine Funktion. Sei B € Y beliebig. Dann
gilt f(f~*(B)) = f(X) n B. Insbesondere gilt f(f~*(B)) < B O

Beweis. Fiir yeY gilt

ye F(F(B) Joe fUB) s fl@) -y

Jz: (ze fY(B)und f(z) = y)

Jz: (x € Xund f(x) € Bund f(x) = y)
Jze X : (f(z)e Bund f(z) = y)
Jze X : (y= f(z)undy € B)
(FzeX:y=f(z))undye B

ye f(X)undy € B

ye f(X)n B.

Darum gilt f(f~Y(B)) = f(X)n B < B. [ ]

ARRNRRN

Aus (a) folgt:
® f surjektiv = f(f1(B))=f(X)nB=Y nB=DBfiralle BCY,;
® f nicht surjektiv = f(f71(Y)) = f(X)nY = f(X) c Y (strikt).

Darum ist es notwendig und hinreichend, eine nicht-surjektive Funktion als Beispiel zu nehmen. Hier ein
minimales Beispiel X = {0} und Y = {1,2} und B =Y und f : X — Y definiert durch f(0) = 1. Dann
FUHB)) = f(F7HY) = f(X) = {1} < Y (strikt).



Quiz 4
Woche 4

Gegeben seien Mengen X, Y, Z, und Funktionen f : X — Y und g : Y — Z. Wir betrachten die Komposition
gof:X—>2Z

X Y A

(a) Behauptung. go f injektiv = f injektiv. O
Beweis. Angenommen, g o f sei injektiv. Zu zeigen: f ist injektiv
Zu zeigen: Fiir alle 21,24 € X gilt f(z1) = f(z2) = 1 = x2.
Seien also 1,2 € X beliebig. Es gilt:
flxr) = flx2) = g(f(21)) = g(f(x2))
= (9o f)(@1) = (go f)(x2)

= x1 = X3, da go f injektiv.

Also ist f injektiv. |

(b) Behauptung. f,g injektiv = go f injektiv. O

Beweis. Angenommen, f, g seien injektiv. Zu zeigen: g o f ist injektiv
Zu zeigen: Fiir alle 21,22 € X gilt (go f)(x1) = (9o f)(x2) = 21 = za.
Seien also 1, x2 € X beliebig. Es gilt:

(go f)(z1) =(go fllz2) = g(f(x1)) = g(f(22))
= f(z1) = f(z2), da g injektiv
= 11 = X2, da f injektiv.

Also ist g o f injektiv. |




Quiz 5
Woche 5

Behauptung. Seien ne N und p e P mit n < p < 2n. Dann gilt p | (*").

Beweis. Ausn <p<2n,d.h.pe{n+1,n+2,...,2n}, folgt (i) p| Hfﬁnﬂz

Es gilt nun
2n .
2n S § e | (2n)! _ o 2n
Hiznn® = n! B n'n!(2n—n)! - " )

Aus (i) und (5-1) folgt also (i) p| (%7) - nl.
Beachte, dass p eine Primzahl ist und n!, (27) € Z

Aus (i) und [Sin20, Satz 3.4.14] folgt also p | (27) oder p | n!.

‘Angenommen, pt(2). ‘

Dann muss laut des o.s. Arguments p | n!(=[]}_; i) gelten.

Eine weitere Anwendung von [Sin20, Satz 3.4.14] liefert, dass p | 4o fiir ein ¢p € {1,2,...

Aber dann gilt 1 < p < 49 < n. Das widerspricht der Voraussetzung, dass n < p.
Darum stimmt die Annahme nicht. Das heiBt, p| (2").

,n}.




Quiz 6
Woche 6

1. Seien n € N. Man bezeichne mit (Z/nZ)* die Menge der bzgl. Multiplikation modulo n invertierbaren
Elemente in Z/nZ.

Behauptung. Fiira € Z gilt [a] € (Z/nZ)* gdw. Fu,v € Z : ua +vn =1 gdw. ggT(a,n) =1 O

Beweis. Es gilt

[w-al=
f__/\

JueZ: [u]-[a] =[1]

—
«~— JueZ:u-a=1 modn
=
p=—2

—

[a] € (Z/nZ)*

JueZ:3veZ:ua+vn=1
geT(a,n) =1 (wegen des Lemmas von Bézout).

Also gilt [a] € (Z/nZ)* < Ju,vE€Z :ua+wvn =1 < ggT(a,n) = 1. |

2. Behauptung. Sein =9. Dann gilt (Z/nZ)* = {[1],[2], [4], [5], 7], [8]}- O

Beweis. Da

a 0o 1 2 4 5
geT(a,m=9) 9 1 1 1

6 7 8
1 3 1 1

3
3

gilt der letzten Aufgabe zufolge (Z/nZ)* = {[a] | a € {0,1,2,...,n — 1}, ggT(a,n) = 1} =
{11,121, 4], [5], [7], [8]}- =



Quiz 7
Woche 7

1. Definition. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Seien vi,vs,...,v, € V. Die Vektoren,
V1,Va,...,Vy, heiBen dann linear unabhdngig, wenn fiir alle Skalare, c¢1,c¢2,..., ¢, € K,

Siricvi=0 = Vie{l,2,....n}:¢ =0g

gilt. O

2. Behauptung. Seien
1 0 2
o= (1) e = (1) w - (1)
Vektoren im Vektorraum F3 iiber dem Kérper Fy. Diese Vektoren sind linear unabhingig. O

Beweis. Laut Satz [Sin20, Satz 5.2.4] sind die Vektoren, v1, v, v3, dann linear unabhingig, wenn Ax = 0
nur die Trivialldsung hat, wobei

Wir |6sen also das homogene System:

Zeilenoperationen Zy «~ Zo — 2 - 77 und Z3 <~ Z3 — 2 - Z7 anwenden:®
1 0 2
0 2 2
0 1 2
Zeilenoperation Z3 <~ 2 - Z3 — Z5 anwenden:
1 0 2
0 2 2
0 0 2

Aus der Zeilenstufenform geht hervor, dass es keine freien unbekannten gibt und insbesondere, dass das
homogene System nur die Triviallésung besitzt. Darum sind die Vektoren linear unabhingig. |

2 Beachte, dass wir im Korper F5 d. h. modulo 5 berechnen.



Quiz 8
Woche 8

Behauptung. Sei V ein Vektorraum iliber Kérper K und seien Uy,Us €V lineare Unterrdume. Dann gilt

U +U;=Us < U; CUs.

O
Beweis. (=>). Angenommen,
Ui+U; = Us. (81)
Zu zeigen: U; € Us. Da jeder lineare Unterraum den Nullvektor enthilt (siehe [Sin20, Lemma 1.4.2]),
gilt
Uy = U+ (00 < U, +0, & 0,
——
cU,
(<==). Angenommen, U; € Us. Zu zeigen: U, + Us = Us.
Fir Mengengleichheit teilen wir dies in zwei Teile auf:
(2). Zu zeigen: U, < Uy + Us. Da jeder lineare Unterraum den Nullvektor enthilt,
U, = {0} +Uy < Ui +Usy
—
cU;
(S)- Zu zeigen: Uy + U, < Us. Es gilt:
Ui+U; < U+ Us, da per Annahme U; € U,
c U,, da als Vektorraum Uy unter Addition stabil ist.
|

Bemerkung. In diesem Beweis haben wir mit mengenweise Operationen gearbeitet. Z. B. aus {0} < U; folgt
{0} +Us < Uy +Us; und aus Uy < Us folgt Uy +Us < Us + Us. Diese Implikationen haben nichts mit linearer
Algebra zu tun. Sie sind rein mengentheoretische Ergebnisse und lassen sich allgemein folgendermaBen zeigen:

AxB = {axblacA beB} < {axblacA',beB} = A'xB
fiir alle Mengen, A, A’, B mit A € A’ und alle Operationen * definiert auf A’ x B.

Gebrauch machten wir auch von

U+{0} = {ut+tv|uelUwve{0}} = {u+0juel} = {u|luelU} = U
fiir alle Teilmengen, U < V, und von
U+U = {u+v|uelUwvelU} < U
——
eU

fiir alle linearen Unterrdume, U € V. O



Quiz 9
Woche 9

Behauptung. Seien U,V, W Vektorrdume iiber einem Kérper, K. Seien ¢ : U — V und ¢ : V — W linear.
Falls

(i) o surjektiv ist; und
(ii) Kern(y) + Bild(¢) =V,
dann ist o : U — W surjektiv. O
Beweis. Es reicht aus, fiir alle z € W zu zeigen, dass ein x € U existiert mit
Wop)(z) = = (9-1)
Sei also z € W beliebig.

Wegen (i) existiert ein y € V, so dass

ely) = = (9-2)
Da y € V und laut (ii) V = Kern(v) + Bild(y), es existieren yo € Kern(¢)) und y; € Bild(y), so dass
Yy = Yot (9-3)
Da y; € Bild(p), existiert nun ein , so dass ¢(x) = y1. Wir berechnen nun
(op)x) = o(p(x))
= ¥(y)
93
by - o)
= ¥(y) — (o)
= (y) =0, dayo e Kern(y)
(9-2)
=’ z
Damit haben wir (9-1) gezeigt.
Also ist 1 o ¢ surjektiv. |

Bemerkung. Wir konnen in der Tat zeigen, dass die umgekehrte Richtung auch gilt: Angenommen, ¥ o ¢
sei surjektiv. Dann gilt W 2 (V) 2 ¢(p(U)) = (¢ o )(U) = W, und somit ¢»(V) = W, sodass (i) gilt.
Fiir (ii) brauchen wir nur die ©-Inklusion zu zeigen, da die S-Inklusion offensichtlich wahr ist. Sei also y € V/
beliebig. Wegen Surjektivitat von v o ¢ existiert nun ein x € U, so dass ¥ (y) = (¢ o ¢)(x). Beobachte man,
dass

Py —e(@) = ¥) —dle(x) = 0

sodass ‘ y — ¢(x) € Kern(v)) ‘ gilt. Darum

y = y—oe@)+ p(x) € Kern(¢v)) + Bild(p).

eKern (1)) eBild(y)

Damit haben wir bewiesen, dass V' < Kern(v) + Bild(¢) (d. h. die 2-Inklusion in (ii)).
Darum gilt: 1 o ¢ surjektiv = (i)+(ii) gelten. O



Woche 10

Quiz 10

Seien

(a)

(b)

e~ () we (D) e () (1)

Behauptung. A := (v, v2) und B := (w1, we) sind jeweils Basen von R2. O

Beweis. Da dim(R?) = 2, reicht es aus zu zeigen, dass .A und B linear unabhingige Systeme sind.
Hierfiir reicht es aus zu zeigen, das Rang(A4) = 2 und Rang(B) = 2, wobei A := (v; v2) = (3 ?) und
B := (wy wa) = (% 7). Zeilenreduktion liefert uns

Z3y3-25—2.-2
A 2 2 1 (8 31)
Zy2-Zo+-Z
B = (§)
Also Rang(A) = 2 und Rang(B) = 2, wie zu zeigen war. |

Sei K := (e1, e2), die Standardbasis fiir R?. Sei ¢ : R? — R? die eindeutige lineare Abbildung, die
o(v;) = w; fiir i € {1,2} erfiillt.* Zu bestimmen: die Matrizendarstellung M := M (¢).

ANSATZ |
Wir versuchen, die Standardbasiselement in Bezug auf A umzuschreiben, und berechnen die entspre-
chenden Outputvektoren:

Defn
e = (6) = 2(1)-(3) = 2w2-wu
e = () = 2(3)-3(}) = 2v1—3uw
Also gilt wegen Linearitat
pler) = @Q2ua—v) = 2p(v2)—p(v1) = 2w-wi = (37)
plea) = ©(2u1—3v2) = 2p(v1) —3p(v2) = 2wi—3ws = (_i7)
Da diese Outputvektoren schon in Bezug auf die Standardbasis dargestellt sind, erhalten wir
-2 4
K —
Myle) = ( 1 —17 ) ‘

ANSATZ Il

In diesem Ansatz bestimmen wir auf systematische Weise notwendige Bedingungen dafiir, dass eine
Matrix, M, ¢ darstellt. Per Konstruktion, und da die Vektoren vy, vo, w1, wo bzgl. K dargestellt wurden,
muss

Mv; = o(v;) = w;

fiir alle ¢ € {1,2} gelten. Mit anderen Worten muss M A = B gelten, wobei A, B die o.s. definierten
Matrizen sind. Also ist eine notwendige Bedingung M = BA~!. Darum ist BA~' zu berechnen.

Hierfiir gibt es mehrere Rechenwege. Wir arbeiten mit (AT\BT) und reduzieren, bis in der linken Halfte
die Identitdtsmatrix, I, steht. In der rechten Hilfte steht dann (A7)~!B7, also (BA~!)”. Das Resultat
transponiert liefert uns dann BA™!, also MDb

#Da A eine Basis von R? ist, definieren laut [Sin20, Satz 6.1.13] diese Bedingungen eine (eindeutige) lineare Abbildung.
bWir miissen diesen Umweg gehen, weil das GauBverfahren uns nur nach linkst multiplizierte Inverse liefern kann und wir

schlieBendlich BA~! berechnen wollen, was eine Rechtsmultiplikation durch das Inverse ist.



3 212 -1 Z9i3-Z9—2-7
(ATBT):<2 110 > - : -

Zy«—Z1+2-Zy
—_ 5

Z137 212 ——1-2Z5

O O wow
o
|
o
9
<o

Darum gilt notwendigerweise

_ T -2 4
M = (42—1117) = (11 _17)’

damit M ¢ darstellt. Da es eine eindeutige Darstellungsmatrix fiir ¢ gibt, gilt somit M (o) = M.
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Woche 11

Quiz 11

(Siehe Git-Repo — /notes/brerechnungen_wk12.md.)
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