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Vorwort

Dieses Dokument enthilt Lésungsansitze zu den Ubungsserien, Selbstkontrollenaufgaben,
und Quizzes. Diese werden natiirlich nach Abgabefristen hochgeladen und dienen nicht als
Musterlosungen! Der Zweck dieser Losungen ist es vielmehr, Ansdtze zu prasentieren, mit
denen man seine eigenen Versuche vergleichen kann.
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TEIL |

Ubungsserien



Ubungsserie 1
Woche 1

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man

seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 11
Zu bestimmen ist die Ldsungsmenge
La’ﬁ = {X e R" | AaX = bﬁ}
fir a, 5 € R, wobei m = 3 und n =4, und A, € R™*" und bg € R™ durch
1 7 2 -1 4
A, = 1 8 6 -3 bg = 0
2 14 a -2 8

gegeben sind. Um die Lésungsmenge zu bestimmen fiihren wir das GauBverfahren aus:

Urspriingliches LGS (A,|bg):

1 7 2 -1]|4
1 8 6 -3|0
2 14 a -2|8

Wende die Zeilentransformationen
Zy o~ Ly— 7y
s <~ Z3—2-74

an:

7

2
0o [1] 4 2| —4
()

Die eingezeichneten Eintrdge markieren die ersten Eintrige der Stufen. Es gibt also 2 oder 3 Stufen, je
nachdem, ob o — 4 = 0. Dies fiihrt zu einem Fallunterschied:

Fall 1. o —4 = 0. Das heit, a = 4. In diesem Falle hat das augmentierte System genau 2 Stufen und sieht
wie folgt aus:

7 02 1| 4
0 4 —2| —4
0 0 0 0 |B8-8

Dies fiihrt zu zwei weiteren Fillen, denn die 3. Gleichung ist jetzt genau dann Iésbar, wenn 3 —8 = 0.

Fall 1a. 5 — 8 # 0. Das heit, § # 8. Dann ist die 3. Gleichung und damit das LGS nicht lsbar.

Darum erhalten wir .



Fall 1b. 5—8 = 0. Das heiBt, 8 = 8. Dann ist die 3. Gleichung trivialerweise erfiillt. Das augmentierte

System sieht wird zum

1] 7 2 -1 4
0 [1] 4 —2|-4
0 0 0 010

und kann jetzt aufgeldst werden. Wir arbeiten von unten nach oben:

Aus der Stufenform

T2
x1

X

Aus der ganzen Zeilenstufenform erschlieBt sich

T3, T4 sind frei
von Gleichungen 2 und 1 erschlieBt sich

—4 — 4x3 + 224

4 —Txy — 2x3 + X4

4 — 7(—4 —4x3 + 21‘4) — 273 + T4
32 + 26x3 + —13x4

Zusammengefasst erhalten wir die allgemeine Form der Lésung:

Z1
wZ

32+26x3 +—13x4
—4— 47:3 +2x4

32+26z3+ 1324

2

1)

+£C3~ 1

1

N
LS\_/\/\/

_ —4—4x3+2x4
— 0+1x3+0x4
0+0m3+1w
—13x4
— 4 —4963 2x4
< 0 Oxs lzy

oai(

mit x3, x4 frei wahlbar.

Also erhalten wird in diesem

oder etwas kompakter formuliert, Lo g = <

32 26 —13
Falle| Lo 5 = {(-04) +t- <—14> +tg- ( 2 ) tl,tQER} :
0 0 1
32 26 —13
—4 2

1
0

1
1

)l

0
0

)

)}

Fall 2. a — 4 # 0. Das heiBt, o # 4. In diesem Falle hat das augmentierte System genau 3 Stufen und
diesmal ist nur x4 frei. Man beachte, dass dies im Grunde genau wie Fall 1b ist, nur dass wir zusatzlich
Gleichung 3 beachten und z3 bestimmen miissen.

X

wobei x4 frei wahlbar ist.

Aus der Stufenform von Gleichungen 3 ergibt sich

b5-8

T3 a—4

Der Rest der Losung des Gleichungssystems verhilt sich genau wie im Fall 3b, das heiBt

3%1 23 —13

- A . 2

0 + 23 1 + T4 ]

0 0 1

3%1 58 22 —13

- B=° [ = . 2

0o | T o= 1 ) T2 T
0 0 1

Also erhalten wird in diesem Falle

, oder

etwas kompakter formuliert, L, g =

32 5_8 26 —1s
_ ) [ =4 A 2
Lo {<8)+a—4 (a)” (%
3%1 _8 2% . —13
(3) == () ~w{ (1)}
0 0 1

Wir fassen die Losung fiir alle Fille zusammen:




) a=4,0+#8
Lyg = u + Lin{v,w} a=4,3=38
u g—:gv—l—Lin{w} o #4

+
+
32 6 ~13
fiir alle o, B € R, wobei u = (04>,V— <14>,w— ( 2 )
0 0 1

Aufgabe 1-2

Satz 1-1 Angewandt auf die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems verandern
die elementaren Zeilenumformungen vom Typ (1), (Il) und (Ill) die Menge der Lésungen nicht. O

Wir beweisen Satz 1-1 mithilfe der folgenden Teilergebnisse.
Lemma 1.2 Seien m,n € N und A€ R™*"™ und b € R™. Fiiri,j € {1,2,...,m} miti # j bezeichne mit
Iii,g

(A[b) (A'[b")

die Anwendung von Zeilentransformation (1) auf (A|b), wobei Zeile; und Zeile; umgetauscht werden, was in
(A’|b’) resultiert. Dann fiir alle x € R™, falls x eine Lésung fiir (A|b) ist, dann ist x eine Lésung fiir (A’'|b’). ¢

Beweis. Betrachte den Fall ¢ < j. Es gilt

x eine Losung fiir (A|b)

(ar11z1 +  arpx2  + + ainrn = b1)
und (a271x1 + ag2r2  + + a2nTn = b2)
und (asiz1 +  ajexr2  + +  QinTn = b)
und (ajir1 +  ajome + +  ajnTn = b;)
und  (am,1z1 + amp2x2 + + amanTn = bm)

(a1,1z1 +  arpz2  + + ai1nTn = b1)
und  (a2121 + ag2m2  + + aznTn = ba)
und (ajiz1  + ajome  + +  ajnTn = b
und (asiz1 +  ajox2  + +  QinTn = b)
und  (am,1z1 + amT2  + + amnTn = bm)

da lediglich zwei Aussagen in einer Konjunktion umgetauscht werden

= x eine Lésung fiir (A’|b)’, da (A|b) e (A’']b).

Der Fall i > j lasst sich analog zeigen. Falls ¢ = j bleibt das System unverdndert, sodass die Behauptung

trivialerweise gilt.

Lemma 1-3 Seienm,n € N und A€ R™*"™ undb € R™. Fiiri € {1,2,...,m} und o € R\{0} bezeichne mit

Ili,«

(Ab) N (A

die Anwendung von Zeilentransformation (Il) auf (A|b), wobei Zeile; durch o-Zeile; ersetzt wird, was in
(A’|b’) resultiert. Dann fiir alle x € R", falls x eine Lésung fiir (A|b) ist, dann ist x eine Lésung fiir (A’|b’).
%

Beweis. Es gilt

x eine Losung fiir (A|b)

(a171x1 + a1,2x2 + +  a1,nTn = bl)
und  (a21x1 + a2+ + aznTn = b2)
und  (a;1z1 +  aj2x2 A+ 0+ AipTn = b;)
und  (a@m,1Z1 4+ ame2T2 + - 4+ amnTn = bm)



(a1,1z1
und (a2,1x1
und (o (a;121
und (am, 121

(a1,121
und (az,121
und (- ai1x1
und (am,121

x eine Losung fiir (A’|b)’, da (Alb)

Also gilt die Behauptung.

+ al,2x2
+ a22x2

+  ai2x2

+  am,2T2

+ a1,2x2
+ a2 22

+  a@-a;2x2

+ am,222

IT;i,o0

NN

a1,nTn
a2 nTn

ai,nxn)

Am,nTn

+  a1nTn
+  a2,nTn

+  amnTn

(A1),

Q- Qi nTn

Lemma 1-4 Seien m,n € N und A € R™*"™ und b € R™. Fiiri,j€{1,2,...,m} miti # j und o € R

bezeichne mit

(A[b)

IIT:i,5,a
N>

(A'[b’)

die Anwendung von Zeilentransformation (Ill) auf (A|b), wobei Zeile; durch die Addition von Zeile; mit
a-Zeilej ersetzt wird, was in (A’'|b") resultiert. Dann fiir alle x € R", falls x eine Lésung fiir (A[b) ist, dann
ist x eine Lésung fiir (A’'|b).

Beweis. Es gilt

x eine Losung fiir (A|b)

-

und

und

und

und

und

und

und

— und

und

(a1,121
(az,11

(as,121
(am,171

(a1,121
(az2,1z1

(as 121
(am,1931

(a1,121
(az,121

(ai,121
+a-aji121

(am,lxl

+
+

J’_

+

a1,22 +
a22x2 +
a;i,2T2 +
am,2T2 +
ai12x2 +
az 2x2 +
a; 2T2 +
am 222 +
+ a1,2T2
+ a2 2x2
+ a; 272

+ a@-aj272

+ am,222

++

+ +

+ +

a1,nTn =
a2,nTn =

A nTn =

Am,nTn =

a1,nTn
a2 nTn

QAj.n

Tn + o - bj

aAm,nTn

+
+

a1,nTn
a2 nTn

A5 nTn
Q- AjnTn

Am ,nTn

da laut der j-ten Gleichung gilt b; = >" | a; xx

und
und

und

(a1,11
(a2, 121

(agylxl

(am,121

a1,2x2
Q2,22

/
a; o2

am 272

+
+

+

+

a1,nTn =

a2 nTn =

/
i,n

aAm,nTn =

In =

wobei a; ;. = a; + a - aj; fir alle k und b = b; + a - b;

—  x eine Losung fiir (A'|b), da (A[b) " (4'b).

Also gilt die Behauptung.

Endlich konnen wir Satz 1-1 beweisen:

¢

b; + a - by)

bm)



Beweis (von Satz 1-1). Seien m,n € N und A € R™*™ und b € R™. Seien A’ € R™*™ und b’ € R™, so
dass (A|b) durch eine Transformation der Art (1), (1) oder (I11) aus (A|b) entsteht. Das heiBt, entweder

Iii,g AN
(Ab) U (A)
oder (Ab) & (A (11)

oder (Ab) Y (A
gilt, fiir ein 4,5 € {1,2,...,m} mit i # j und o € R\{0}.
Zu zeigen:
{x € R" | x eine Losung fiir (A|b)} = {xe€R"™|x eine Losung fiir (A|b)}. (1-2)
Wir zeigen dies in zwei Teile:
‘§)
Sei x € R™ ein beliebiges Element aus der linken Menge, d. h. x ist eine Lésung zu (Alb). Laut Lemma 1-2

+ Lemma 1-3 + Lemma 1-4 und wegen (1-1) erhalten wir, dass x eine Lsung zu (A’|b’) ist, d. h. x liegt in
der rechten Menge. Also ist die linke Menge in der rechten enthalten.

12)
Man  beachte  zuerst, dass sich die  Transformation in  (1-1)  umkehren  lisst—
und zwar durch Elementartransformationen. Es ist einfach zu sehen, dass entweder

(Ab) S (Alb)
oder (A'[b)) &L (Alb)
oder (A'|b)) LT (Ab).

Die Situation ist also analog zum <-Teil. Darum gilt die ©-Inklusion in (1-2). |



Aufgabe 1-3

Fiir diese Aufgabe wird das Konzept der linearen Unabhingigkeit aus Kapitel 5 angewandt.

Definition 1.5 Seien m,n € N mit m > n und seien A € R™*" be R™, und I < {1,2,...,m}. Bezeichne
mit (A|b); die erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b), die auf die Zeilen mit Indexes aus I (in bspw. aufstei-
gender Reihenfolge) reduziert ist. O

Beipsiel 1-6 Fiir (A|b) gleich
-5 0 0 -7
4 -6 -—10]| 6
-2 -6 -6 9
-7 4 -1 | -5

-5 8 e )

‘)
-9 |.
_5 o

Mit diesem Mittel kénnen wir nun die Hauptaussage in der Aufgabe formulieren:

und I = {2,5,6} ist (A|b); gleich

4 -6 -10
4 =5 2

-5 8 -7

Satz 1.7 Seien m,n € N mit m > n und seien A € R™*™ und b € R™. Falls (A|b) unlésbar ist, dann
existiert I < {1,2,...,m} mit |I| = n + 1, so dass (A|b); unlésbar ist. O

Beweis. Es stehen nun die Zeilen der Matrix A im Fokus. Wir verwandeln diese in Vektoren, d. h. setze

z() € R™ die i-te Zeile von A als Vektor geschrieben

firie {1,2,...,m}. Daz™M 23 . . 2" ¢ R" kénnen wir eine maximale Menge I, < {1,2,...,m}
finden, so dass (z(i))ielo linear unabhingige Vektoren sind. Aus der Maximalitat folgt, dass fiir
jedes ke {1,2,....m\Io (2D)icr,oqx) linear abhangig sind. Wegen der Dimension von R" gilt
|I| < min{m,n} = n. Aus der linearer Unabhingigkeit von den (z());c;, folgt, dass es (eindeutige)
Koeffizienten ¢ ; € R fiir i € I gibt, so dass

2™ = Yiep: craz!” (1-3)
gilt.

Um nun die Hauptaussage zu zeigen, nehmen wir an, dass (A|b) unlésbar ist. Zu zei-
gen: Es gibt eine Teilmenge I < {1,2,...,m} mit |[I|=n+1, so dass (A|b); unldsbar ist.
Angenommen, dies sei nicht der Fall. ‘ Aus dieser Annahme leiten wir folgende Behauptungen ab:

Behauptung 1. Die Verhiltnisse zwischen den Zeilenvektoren in (1-3) gelten auch fiir die Eintrage
aus b. Das heiBt

b = Dicry: Ckibi (1-4)
fir alle k€ {1,2,...,m + 1}\ .

Bew. Sei k € {1,2,...,m + 1}\Iy beliebig. Da |I] < n < n + 1 l&sst sich eine Teilmenge
Ic{1,2,...,m} wahlen, mit I 2 Iy u {k} und |I| = n+ 1. Dann per Annahme ist (A|b);
|[6sbar. Das heiBt, x € R™ existiert, so dass

bi = X it (1-5)

fiir alle i € I gilt. Da k € T und Iy < I und wegen (1-3) erhalten wir nun das Verh3ltnis

by = D) kT
= Z?:l(z(k))jxj
da die Eintrage der k-ten Zeile den Eintrigen von z(*) entsprechen
(13) n i
= ijl(ZieIo o2 ))jl'j

_ n @)
= Zj:l Zielg Ck,i%;j Tj 10



n (2)
Zie[o Ck,i Zj:l Zj Xy
n
Diety Chyi 2ajmy Gij T
da die Eintrage der i-ten Zeile den Eintragen von z(*) entsprechen

(1:5) Zielo Ckvibi'

Darum gilt die Behauptung. — (Beh. 1)

Behauptung 2. Es gibt eine Lésung zu (A|b).

Bew. Da |Ij] < n <mn+1 lisst sich eine Teilmenge I < {1,2,...,m} wahlen, so dass I 2 I, und
|I| = n + 1. Dann per Annahme ist (A|b); l6sbar. Das heiBit, ein x € R™ existiert, so dass
bi = X it (1-6)

fur alle ¢ € I gilt. Da I = Iy konnen wir Behauptung 1 und
die  Verhédltnisse in (1-3) anwenden. Fir jedes ke {l,2,....m}\I gilt

Yiiangry = X0 (2®)m;

da die Eintrage der k-ten Zeile den Eintrigen von z(¥) entsprechen

(1'3) n ;
= Zj:l(ZiEIo Ckyiz(_z))jxj
= Y . > .c 2D
j=1 Zuiely Cki®y L
o n ()
= Ziela Ck,i Zj:l 25 L
_ n
= Diero Ckyi 2j—1 % 5T
da die Eintrage der i-ten Zeile den Eintragen von z(") entsprechen
(1-6)
=" el Chibi
Beh. 1

1

Also ist x € R™ nicht nur eine Lsung zu Zeile i des LGS, (A|b), fiir jedes i € I, sondern
auch fiir jedes i€ {1,2,...,m}\I. Das heiBit, x ist eine Lésung des LGS (A|b). Also ist
(A|b) lssbar. — (Beh. 2)

Laut Behauptung 2 ist also (A|b) I6sbar. Dies ist aber ein Widerspruch! Darum stimmt die Annahme
oben nicht. Also gibt es doch eine Teilmenge I < {1,2,...,m} mit |[I| = n + 1, so dass (A|b); unlésbar
ist. Damit wurde die zu zeigende Implikation bewiesen. B (Satz 1.7)

Bemerkung 1-8 Falls man sich aber auf rudimentédre Mitteln beschranken will, kann man alternativ wie folgt

vorgehen. Man wende zuerst das GauBverfahren an und erhalte somit eine Folge
(A(°>|b(0>) s (A(1)|b(1)) NN (A(2>\b(2)) s e v (A(N)|b(N))
wobei N e N, A® = 4, b(® = p, (A(N)|b(N)) eine erweiterte Koeffizientenmatrix in Zeilenstufenform ist,

und jede der »w~« Uberginge jeweils eine Transformation der Art (1), (11), oder (lIl) bezeichnet. Da m > n
sieht nun die Zeilenstufenform, also (AY)[b()), folgendermaBen aus:

N
00...0 T EERRE L P e bg>
4]
N
00...0 0 00...0 rg ceoeeeeeeees £ e V)
Lo
00...0 0 00...0 0 -eoee- 00...0 ~p -oene- pV)
—_——
(2%
00...0 0 00...0 0 e 00...0 0 -eeee ')
00...0 0 00...0 0 -woeer 00...0 0 -oene bV

wobei r € Ny die Anzahl der Stufen ist, ¢1,¢s,...,¢, € Ng, und 71,72, ...,7 € R\{0} die Hauptkoeffizienten

der Stufen sind. Es muss nun 0 < r < min{m,n} = n gelten.

Jetzt kann man leicht dafiir argumentiere, dass (1) die Zeilenstufenform, (A(Y)[b()), die Implikation erfiillt.

Dann aufgrund der Umkehrbarkeit der Elementartransformationen, reicht es aus zu zeigen, dass (2): wenn
(A, b") v~ (A”,b") und wenn (A’ b’) die Implikation erfiillt, dann erfiillt (A”,b”) die Implikation. Dies ist
nur etwas miihseliger und die Argumentation von (2) fiihrt letzten Endes zu dhnlichen Ideen, die im Beweis

oben vorkommen.
11



Woche 2

Ubungsserie 2

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-

hender gearbeitet, als ge

nerell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man

seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 21

Satz 2-1 (vgl. [Sin20, Korollar 1.3.3]). Sei V ein Vektorraum iiber R wie R™ fiir ein n € N. Seien
v,weV mitv#w undw # 0 und sei

die Verbindungsgerade zw. v und w. Dann gilt 0 € L < 3ce R : v = cw. O

L = {sv+(1—-s)w|seR}

Beweis. Der Beweis wir

d in zwei Teilen gezeigt.

(=). Angenommen, 0 € L. Zu zeigen: 3ce R: v = cw.
Per Definition von L existiert ein s € R, so dass sich 0 als 0 = sv + (1 — s)w darstellen lasst. Daraus l3sst

sich ableiten:

0=sv+(1—-9s)w

(<==). Angenommen, v
Per Voraussetzung gilt n

— sv=(s—1)w

< (s=0undw =s(w—v)=0)oder(s#0undv =((s—1)/s)w)

unmoglich, da w # 0 per Voraussetzung
< s#0undv=((s—1)/s)w
= dceR:v=cw.

= cw fiir ein ce R. Zu zeigen: 0 € L.
un v # w, sodass ¢ = 1 direkt ausgeschlossen ist.

Setze nun |s := %_C eR

. was wohldefiniert ist, da ¢ # 1.

Man berechnet nun

€L, per Definition

/_/%
sv+(1—s)w

Darum gilt 0 € L.

1 1 c 1
- . 1— - _
ew+ (- =)W (1—0 1—¢

1—c
_c—1 +1=0

1—c




Aufgabe 2-2

(b)

Q

) Satz 2-2 Seienv,v/,w,w’ € R? mitw,w’ # 0. Seien L := {v+tw |t € R} und L' := {v/ +sw' |
s € R}. Angenommen, L # L'. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) LaL =0

(i) w,w’ sind kolinear, d. h. 3ce R : w = cw'.

Beweis. Der Beweis wird in zwei Teilen gezeigt.

((ai)=>(aii)). Angenommen, L n L' = (). Zu zeigen: 3ce R: w = cw'.

‘Angenommen, dies sei nicht der Fall. ‘

Da w,w’ # 0 bedeutet dies, dass w, w’ linear unabhingig sind. (— Warum??)

Also gilt fiir den Untervektorraum U := Lin{w, w’}, dass dim(U) = 2.

Da U < R? Vektorrdume sind und dim(U) = 2 = dim(R?), folgt hieraus, dass U = R%. (— Warum??)
Betrachte bspw. den Vektor

¢ = v —veR% (21)

Dann £ € U = Lin{w, w'}. Folglich existieren Skalare o, 5 € R, so dass aw + fw’ = ¢ gilt.

Setze nun und . Dann gilt

eL
—
v+iw = (v+iw)— (V' +sw) +V + sw

= (v—=vV)+ ({tw—sw)+ Vv + sw
( )+ (
= (v=vV)+ (aw+ W)+ Vv + sw’

21
@ {4+ 64V + 5w = v +sw.
—_——

eL
Darum gilt L n L' # (, was ein Widerspruch ist.
Darum stimmt die o.s. Annahme nicht. Also sind w, w’ kolinear.

((aii)==(ai)). Angenommen, w = cw’ fiir ein c€ R. Zu zeigen: L n L' = ().

‘Angenommen, dies sei nicht der Fall. ‘ Dann existiert ein Vektor, ue L n L'.
Per Konstruktion existieren dann sg,tg € R, so dass

Vvi+itgw = u = Vv +syw.
Aus der Voraussetzung fiir diese Richtung folgt
v = v+ (tg — soc)w (2:2)
Beachte, dass , denn sonst wiirde w = cw’ = 0 gelten, was ein Widerspruch ist. Wir berechnen

) _ {v'+SW/|S€R}
(2:2) {v+ (to — soc)w + scw | s e R} (2:3)

= {v+(to+(s—s0)c)w|seR}
{v+tw|te R},

wobei R = {tg + (s — sg)c | s € R} = f(R). Also R = f(R), wobei f:R — R eine durch
f(s) =to+ (s — so)c definierte Funktion ist. Da ¢ # 0, ist es einfach zu sehen, dass [ surjektiv ist
(in der Tat bijektiv). Darum gilt R = f(R) = R.

Aus (2-3) folgt also L' = {v +tw | t € R} = L, was ein Widerspruch ist.

Darum stimmt die o.s. Annahme nicht. Also gilt L n L' = 0. |

Wir zeigen nun ein minimales Beispiel dafiir, dass Satz 2-2 im allgemeinen fiir andere Vektorraume nicht
gilt. Betrachte den Vektorraum R3. Betrachte die folgenden Vektoren in R3:

N IR O R OF

Bis auf 2-Dimensionalitat erfiillen diese die Voraussetzungen in Satz 2-2. Einerseits wurden w, w’ so
gewahlt, dass sie nicht kolinear sind. Dennoch schneiden sich die beiden Geraden, L, L', nicht, da
Lc{xeR®|z;=0}=Fund L' € {xeR3|z; =1} =: F' und offensichtlich E n E’ = ().
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Aufgabe 2-3

(a) Fiir jedes v € R sei die Gerade L., = R? gegeben durch

Ly = {(z,y)eR?[2x+y=7-(z-3y—T)}

Satz 2:3 Es gibt exakt einen Punkt in dem Schnitt aus den Geraden, L., v € R. Es gilt nimlich

() Ly = {¢}, wobei £ = (1,-2). O

yeR

Beweis. Wir teilen diesen Beweis in zwei Teilen auf:

(2). Es reicht aus, fiir alle v € R zu zeigen, dass { € L,.
Fixiere also ein beliebiges v € R. Dann

2 +& = 2-1+(-2) = 0, und
V(6 -36-T) = 7(1-3(-2)-7) = 70 = 0

Also 2§71 + & = - (&1 — 362 — 7). Folglich gilt € € L, per Konstruktion.

(). Sei n:= (2,y) €(),cg Ly beliebig. Zu zeigen: 1 = &.
Zu diesem Zwecke seien 1,72 € R irgendwelche Werte mit v # 2. Per Wahl gilt ne L,, n L,,. Also

2e+y = m-(xr—3x—7),und
2e+y = Y2 -(x—3x—7).

Wir kénnen ganz naiv arbeiten und die Gleichungen subtrahieren. Dies liefert (71 —72) - (z =32 —7) = 0,
woraus sich ergibt, dass z — 3y — 7 = 0 gelten muss, da v # 2. Eingesetzt in die erste Gleichung oben
liefert 22 + y = - 0 = 0. Darum muss (3 ) das LGS (A|b) lésen, wobei

A= (7)) b = ()
GauBverfahren angewandt auf (A|b):

1 3|7
2 110

Wende die Zeilentransformation Zy <~ Zy — 2 - Z1 an:

1 3| 7
0 7 |-14

Aus der Stufenform erschlieBt sich

y = 7 = =2
r = 7+3-y = 1L
Also 1) = (z,y) = (1,-2) = { fiir alle n € [, L. Das heiBt () L, < {¢}. [ ]
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(b) (i) Sei € R. Dann gilt
(=3,2)€ Ly = 2(=3)+(2) =7-((=3) =3(2) = 7)

= =1
= = =7

—16

Also ist |y = i der eindeutige Parameter, fiir den (—3,2) € L, gilt.

(ii) Sei v € R. Man beobachte, dass

Ly = {(z,y)eR*|(2—7)z+ (1+37)y=—77}
{(z,y) eR2 |0z + (1 +3-2)y = —7-2} Loy =2
= {{@yeR|@2-F)r+0y=-7-F} : y=-1
{(z,y) eR? | (2—79)x + (1 +37)y = —Ty} : sonst
{(z,y) eR? |y = -2} Doy =2
= {(z,y) eR? |z =1} D oy=—1
{(z,y) eR* |y = %m - %} : sonst

Daraus folgt, dass L

® parallel zur z-Achse fiir v = 2 ist,

1

® parallel zur y-Achse fiir v = —3 ist,

® und ansonsten weder zur z- noch y-Achse parallel ist, da in diesem Falle L., die Gerade
>y = ax + b« ist, wobei a # 0.

Also ist der gesuchte Parameterwert eindeutig | v = —

W=

(iii) Die Gerade »z — 2y = —1« lisst sich dquivalent als »y = %z + 1 darstellen. Darum wird ein
Wert v € R gesucht, so dass die Gerade L. weder zur z- noch y-Achse parallel ist, und die die
y-x-Steigung % hat. Nach der o.s. Berechnung in (i) kommt dies nur fiir den 3. Fall in Frage.

Darum gilt
L, parallel zur Gerade »z — 2y = —1« <= ~¢ {2, —%} und % = %
= 7¢{2,-zjund(y—2) = 3(1+37)
= 7¢{2,—3jundy=—-5
= v =-5.

Also ist der gesuchte Parameterwert eindeutig .
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Ubungsserie 3
Woche 3

ACHTUNG. Diese Losungen dienen nicht als Musterlsungen sondern eher als Referenz. Hier wird einge-
hender gearbeitet, als generell verlangt wird. Das Hauptziel hier ist, eine Variant anzubieten, gegen die man
seine Versuche vergleichen kann.

Aufgabe 31

Wir arbeiten im Vektorraum R? und betrachten die Vektoren

we () e (D) w3 ()

Zu berechnen: U := Lin{vy, vy} n Lin{w;, wy} als Untervektorraum von R3.
Zu diesem Zwecke betrachte einen beliebigen Vektor, & € R3. Es gilt

EelU

Jtq,to,t3,ts € R: & =1t1vy + tavound € = tgwy + tywo

— JteR*: & =1t1vy + tovound ity vy + tovy = t3wy + tyWo
«~— dte ]R4 : 5 = t1V1 + t2V2 und t1V1 + t2V2 - thl - t4W2 =0 (31)
— JteR*:E=1t,vy +tovoundt vy + tavy + 3wy +tawo = 0
— JteR*:&=1tvi+tavound At =0,
wobei
A [172 4{ 0
= vvawiw) = (33,31

Darum ist es notwendig und hinreichend, die homogenen Losungen fiir A zu finden, und daraus die Parameter
abzulesen.

Homogenes Problem fiir A:
Zeilentransformationen Zy <~ Zy — 3 - Z4, Z3 <~ Z3 — Z; anwenden:

1-2 4 0
(0 11 —151)
00 —-71

Wende die Zeilentransformation Zy <~ Z5 — Z3 an:

1-2 40
(0 11 —80)
00 —-71

Aus der Zeilenstufenform erschlieBt sich, dass t4 frei ist. Also t4 = « fiir ein frei wahlbares a € R.
Aus der Stufenform von Gleichungen 3,2, 1 erschlieBt sich

t3 = ity =i«
to = étg = éOé
o T 4 28
tl = 2t2—4t3: ﬁOé_70é:_ﬁOé
Man kann o.E. « durch 8 := —77« ersetzen. Also ist die homogene Losung gegeben durch

28
B (ﬁ) . mit 8 € R frei wahlbar.
—T7

Wir kdnnen nun (3-1) fortsetzen und erhalten



(3-2)

— JteR*:&=t;vi+tavoundAt =0
28
— JteR? :§=t1v1+t2qundﬂﬁeR:t=5(__181)
< 3JPeR:&=LF-(28v) + —8vy)
—_—
=:u
<~ ¢£elin{u}
fiir alle £ € R3.
Es gilt

w = 2s(3)-s(5) = (i) = wu(i).
1 2 44 1
Aus (3-2) ergibt sich der zu berechnende Untervektorraum als

Lin{vi,v2}  Lin{wy,wo} = U = Lin{u} = Lin{44@)}
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Aufgabe 3-2

Seien X, Y nicht leere Mengen und f : X — Y eine Funktion.

(a)

(b)

()

(d)

(e)

Behauptung. Die Aussage VA,B< X : f(An B) = f(A) n f(B) ist‘ nicht allgemein gii/tig‘. %

Beweis. Betrachte das Beispiel X = {0,1}, Y = {2}, und f: X - Y mit f(z) = 2 fiir alle z € X.
Fir A = {0} und B = {1} gilt f(An B) = f(0) = 0, wahrend f(A) n f(B) = {2} n {2} = {2}. Also
f(An B) # f(A) n f(B). Darum ist dies ein Gegenbeispiel zur Aussage. [ |

Bemerkung. Die Aussage ist eigentlich genau dann wahr, wenn f injektiv ist.

Behauptung. Die Aussage VA,B< X : f(Au B) = f(A) u f(B) ist ‘ allgemein giiltig |. O

Fiir manche (doppelte) Implikationen hier, namlich fiir den Umgang mit Existenzquantoren, braucht
man Grundkenntnisse in Pradikatenlogik 1. Stufe. Hierfiig gibt es zahlreiche Einfiihrungswerke in die
mathematische Logik, bspw. [EFT18].

Beweis. Seien A, B < X beliebige Teilmengen. Es reicht aus zu zeigen, dass y € f(Au B) < y €
f(A) u f(B) fiir alle y e Y gilt.
Sei also y € Y beliebig. Es gilt

ye flAuB) < 3JzeAuB:y= f(x)
< dJreX:zeAuBundy= f(z)
< JzxeX:(xeAoderze B)undy = f(x)
«— JzeX:((xeAundy = f(x))oder(z e Bundy = f(z)))
> JreX:(reAundy= f(z))oderdz e X : (x € Bundy = f(x))
< dJreA:y=f(x)oderdze B:y= f(x)
< ye f(A)oderye f(B)
— ye f(A)uf(B).
Darum gilt f(Au B) = f(A) v f(B) fir alle A,B < X. [ |
Behauptung. Die Aussage VA< X : f(X\A) = Y\f(4) ist‘M allgemein gij/tig‘. %

Beweis. Betrachte das Beispiel X = {0,1}, Y = {2}, und f: X —» Y mit f(z) = 2 fiir alle x € X. Fiir
A = {0} gilt fF(X\A) = f({1}) = {2}, wihrend Y n f(A) = {2}\{2} = 0. Also f(X\A) # Y n f(4).

Darum ist dies ein Gegenbeispiel zur Aussage. |

Bemerkung. Die Aussage ist eigentlich genau dann wahr, wenn f bijektiv ist. Und eine leicht modifizierte
Aussage, VA < X : f(X\A) = f(X) n f(A), ist genau dann wahr, wenn f injektiv ist.

Behauptung. Die Aussage VA, BCY : f~Y(An B) = f~Y(A) n f~1(B) ist ‘ allgemein gii/tig‘. O

Beweis. Seien A, B C Y beliebige Teilmengen. Es reicht aus zu zeigen, dass € f"1(An B) < 2 €
F1(A) n f~Y(B) fiir alle x € X gilt.
Sei also z € X beliebig. Es gilt

ref Y (AnB) < f(r)eAnB
<~ f(z)eAundf(z)e B
— axefY(Aundze f71(B)
== xef 1 A)n fYB).

Darum gilt f~1(An B) = f~Y(A) n f~1(B) fiiralle A,BC Y. [ ]

Behauptung. Die Aussage VA, B Y : f~ (AU B) = f~(A) u f~(B) ist | allgemein giiltig|. ¢

Beweis. Seien A, B € Y beliebige Teilmengen. Es reicht aus zu zeigen, dass z € f}(AuB) €
YA U f7YB) fiir alle z € X gilt.
18



Sei also x € X beliebig. Es gilt

re f1(Au B) f(zr)e AuB

f(z) e Aoder f(x) e B

ze f71(A)oderz e f~1(B)
e fHA) L F(B),

Darum gilt f~1(AuU B) = f~1(A) u f~1(B) firalle A, BC Y.

PTid
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Aufgabe 3-3

(a)

(b)

(c)

(d)

Seien n € N und v € R™. Sei f : R" — R"™ durch f(x) = x + v definiert.

Behauptung. f ist . o

Beweis. Sei g : R" — R"™ durch g(z) = = — v definiert. Es ist einfach zu sehen, dass f o g = idg~» und
go f = idrn. Per Definition ist als f eine Bijektion mit Inversem g. ]

Seien n € N und X = R" x (R™\{0}. Sei Y die Menge aller Geraden im R". Sei f: X — Y durch
fv,w) ={v+t-w|teR} definiert.

Behauptung. f ist ’ surjektiv‘ aber’ nicht injektiv‘. O

Beweis. Surjektivitat
Idee: Folgt aus der Definition von Geraden durch Parameter.

Sei L € R" eine beliebige Gerade. Zu zeigen: L € f(X).

Nun, per Definition einer Geraden existieren u,v € R™ mit w # 0 und so dass L = {u +¢-w | t € R}.
Offensichtlicht gilt (v,w) € X. Darum gilt L = f((v,w)) € f(X).

Idee: Wir wissen, dass verschiedene aber parallele Vektoren dieselbe Gerade definieren.

Fixiere beliebiges v, w € R™ und wihle ein ¢ € R\{0, 1}.

Dann sind w, cw # 0 verschiedene aber parallele Vektoren.

Darum gilt f((v,w)) ={v+t-w|teR} ={v+tc-w]|teR} = f((v,cw)).

Da (v,w) # (v, cw), ist f somit nicht injektiv. |

Es sei X die Menge aller Biicher in einem fixierten Kontext. Sei Y die Menge alle Autor(inn)en von
Biichern. Sei f : X — P(Y) definiert durch f(z) = {y | y ein(e) Autor(in) vom Buch z} fiir alle z € X.

Behauptung. f ist’ nicht im Allgemeinen injektiv‘ und’ niemals surjektiv‘. %

Beweis. Nichtsurjektivitat
Zu zeigen: Es gibt konstellationen von Autor(inn)en, die kein gemeinsames Buch verfasst haben.

Es gibt immer eine(n) Autor(in) eines Buchs, sodass () ¢ f(X) in allen Kontexten. Darum ist f niemals
surjektiv.

Zu zeigen: Es gibt zwei verschiedene Biicher, die von der gleichen Konstellation an Au-

tor(inn)en verfasst wurden. In unserem Kontext hat bspw. a = JK Rowling alleine die Biicher
b1 := »HP and the Philosopher’s Stone« und bs := »HP and the Goblet of Fire« geschrieben. Darum
by # by und f(b1) = {a} = f(b2). Also ist f in unserem Kontext nicht injektiv. [ |

Anmerkung. Falls wir ) von der Bildmenge P(Y) exludieren, dann kdnnen wir mindestens dafiir ar-

gumentieren, dass f ’nicht im Allgemeinen surjektiv‘ ist: In unserem konkreten Kontext haben bspw.
JK Rowling und Oscar Wilde nie am selben Buch gearbeitet, also gilt {JK Rowling, Oscar Wilde} ¢ f(X).
In der Tat ist ein Kontext kaum vorstellbar, in dem sich alle Autor(inn)en an einem gemeinsamen Buch
beteiligt haben, d.h. Y € f(X) sowie alle ,,groBe* Teilmengen sind fast immer ausgeschlossen.

Seien X die Menge aller in Deutschland zugelassener Kfz und Y die Menge aller amtlicher Kennzeichen.
Sei f: X — Y die Abbildung, die jedem Kfz sein Kennzeichen zuordnet.

Behauptung. f ist’ injektiv‘ aber’ nicht im Allgemeinen surjektiv|. O

Beweis. Injektivitdt: Jedes Kennzeichen darf per Gesetz nur einem Kfz zugehdren. Nichtsurjektivitat:
Es besteht zwar die Chance, dass irgendwann alle Kennzeichen aufgebraucht werden, aber in der Praxis
ist die Menge Y sehr groB, dass dies aktuell und fiir eine lange Zeit nicht vorkommt. |
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SKA Blatt 4
Woche 4

SKA 4.1

Seien X, Y nicht leere Mengen. Einer Abbildung, f : X — Y, kdnnen wir eindeutig die Relation Gph(f) :=
{(z,y) e X xY | f(x) = y} zuordnen. Dies nennt sich der Graph von f (siehe [Sin20, §2.3]—dort wird
dies mit I'y bezeichnet). Hier ist Gph(f) also eine Relation auf X x Y. In der Tat setzen manche Werke
Funktionen mit ihrem Graphen gleich (siehe bspw. [Jec97, S.11]), aber dies ist streng genommen nicht die
ganze Wahrheit.

SKA 4.2

Hinweis: Hier scheint im Punkt (ii) etwas verwechselt worden zu sein.
Seien M, N Mengen und R< M x N.
Behauptung 4-1 Angenommen, R erfiille folgende Eigenschaften:

(i) VeeM:3ye N: (z,y)e R

(i) Ve M :Vy,y e N: (z,y),(z,y) e R=y =1
Dann existiert eine (notwendigerweise eindeutige) Funktion, f : M — N, so dass Gph(f) = R. O

Beweis. Wir definieren f : M — N durch
flz) =y

fiir (x,y) € R. Offensichtlich gilt Gph(f) = {(z,y) e M x N | f(z) =y} = {(z,y) € M x N | (z,y) €
R} = R.

Zu zeigen: (1) f ist iiberall definiert; (2) f ist wohldefiniert.

Uberall definiert: Sei z € M. Zu zeigen: f(x) = y fiir ein y € N.
Eigenschaft besagt, dass ein y € M existiert, so dass (x,y) € R. Per Konstruktion erhalten
wir, dass f(z) = y gilt.

Wohldefiniertheit: Seien z € M und y,y’ € N. Angenommen, f(x) =y und f(z) =y’
Zu zeigen: y = 1/.
Aus f(z) =y und f(z) = ¢ folgt (x,y), (x,y") € R per Konstruktion von f.
Eigenschaft besagt, dass y = y/'.

Darum ist f eine Abbildung zwischen M und N und Gph(f) = R. |

SKA 4.3

Sei X = {a,b,c} und betrachte die bindre Relation, (P(X), <), definiert durch
A<B < X\Ac X\B
fir A, Be P(X).



Behauptung. (P(X), <) ist eine partielle Ordnung (auch »Halbordnung« genannt). O

Es gibt nun 3 Ansadtze, um dies zu zeigen.

Beweis (Ansatz ). Beobachte, dass fiir A, B € P(X)
A<B 28 x\AcXx\B

= X\(X\4) 2 X\(X\B)

— ADB,daA,BcX

— X\Ac X\B

2N 4<B,
also A < B < A 2 B. Darum kann (P(X), <) mit (P(X), 2) identifiziert werden. Letzteres ist bekannter-
maBen eine Halbordnung. B (Ansatz 1)

Beweis (Ansatz Il). Im konkreten Falle von X = {a,b,c} konnen wir die Relation durch ein Hasse-
Diagramm skizzieren:

0
PN
{a} {b} {c}
t O XKt
{a,b} {a,c} {b, c}

X
Man sieht, dass dies einen Verband und damit insbesondere eine Halbordnung bildet. B (Ansatz I1)

Beweis (Ansatz Ill). Wir gehen die Axiome einer Halbordnung durch:

Reflexivitat: Sei A € P(X) beliebig. Zu zeigen: A < A.
Offensichtlich gilt X\ A € X\A.
Per Konstruktion gilt also A < A.

Antisymmetrie: Seien A, A’ € P(X) beliebig.
Zu zeigen: A< A und A/ < A= A=A

Es gilt
A<AundA' <A = X\Ac< X\Aund X\A' < X\A (per Konstruktion)
= X\A=X\A (per Definition von Mengengleichheit)
= A=A da A, A" c X.

Transitivitit: Seien A, A’, (a”,b") € P(X) beliebig.
Zu zeigen: A< A und A/ < A" = A< A
Es gilt

A< AundA' <4 = X\AcX\A und X\A' < X\A” (per Konstruktion)
= X\AcXx\4"
<= A < A”(per Konstruktion).

Darum erfiillt (P(X), <) die Axiome einer Halbordnung. B (Ansatz 111)

SKA 4.4

Betrachten wir die Halbordnung aus [Sin20, Beispiel 2.4.2(2)]. Es sei also C' = {a, b, ¢} und die durch folgendes
Hasse-Diagramm dargestellte Ordnungsrelation auf P(C):
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C
PN
{a,b} {a,c} {b,c}
t> Xt
{a} {b} {c}

Wenn wir das Element () von P(C) entfernen sieht die Struktur folgendermaBen aus

C
PN
{a,b} {a,c} {b, c}
t o XU
{a} {b} {c}

Offensichtlich hat (P(C)\{0},<) kein kleinstes Element. Die Menge der minimalen Elementen ist durch
{{a},{b},{c}} gegeben. Also gibt es 3 minimale Elemente.

SKA 4.5

Sei W die Menge aller Worter und X die Menge aller Buchstaben. O.E. kdnnen wir annehmen, dass jedes
Wort w € W der Lange |w| > 2 ist. (In Sprachen wie Englisch, Russisch, usw. ist dies nicht der Fall, aber wir
kénnten diese trivialen Worter einfach ausschlieBen.)

Betrachten wir die Relation (W, ~) gegeben durch
w~w e f(w) = fw), (4-1)
wobei f : W — X die Abbildung mit f(w) = 1. Buchstabe in w fiir alle w € W ist.

Dann per Konstruktion reduziert f die Relation (W, ~) auf (X,=). Aufgrund dessen und da (¥,=) eine
Aquivalenzrelation ist, ist (W, ~) automatisch eine Aquivalenzrelation auch.

Eigentlich spielt est keine Rolle, wie die Funktion, f, aussieht. Solange die Reduktion (4-1) gilt, bleibt (W, ~)
eine Aquivalenzrelation. Dies gilt also insbesondere ebenfalls, wenn f den zweitletzten Buchstaben von Wértern
berechnet.

SKA 4.6

[v)
—~
I
L
=
=
o~
[\v]
|

(a) —1)2.22 4 (=13 .32 4+ (=1)* - 42 + (-1)5 - 52 + (-1)5 - 62

(
4—9+16 — 25+ 36 = 22

(2 1-1)+(2-2-1)+(2-3—-1)+(2-4-1)
1-3+5—-7=—4

(b) 15,25 - 1)

SKA 4.7

Behauptung 4-3 Bezeichne mit ®(n) die Aussage
i (=14 = (=1)"in(n+1). (4-2)
Dann gilt Yn e N: ®(n). O
Beweis. Wir zeigen Behauptung 4-3 stumpf per Induktion.

Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann
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1 i2 2=-1
(~D)"in(n+1) = (=D)L -1-(1+1)=-1

Also gilt (4-2). Also gilt ®(1)

Induktionsvoraussetzung: Sei n > 1. Angenommen, ®(n — 1) gilt.

Induktionsschritt: Zu zeigen: ®(n) gilt, d. h. Gleichung (4-2) gilt.
Es gilt

S0 = B (DR 4 (D)
= ()" Mm-1(n—-1+1)+(-1)"n?
wegen der [V
(=)™ - (—%n(n —1) +n?)
—1)" - (—in® + in+n?)
1)" : (%n2 + %n)

I
A/—\A

Also gilt (4-2). Also gilt ®(n).
Also gilt ¥n e N : ®(n). n
Fiir die Summe > .(—1)%? ist der Ausdruck lediglich

Yimg(=D'E = XL (=14 = (=)t 1 - (-1)%22
= (-D)"in(n+1)-3

fir alle n > 3. Sollten wir dies per Induktion beweisen wollen, brauchen wir lediglich im o.s. Beweis den
Induktionsanfang auf n = 3 zu dndern. Der Rest bleibt erhalten.

Bemerkung 4-4 Man merkt, dass Induktion mit Deduzieren (»Ableiten<) nichts zu tun hat. Induktion ist
schlieBlich nur ein Werkzeug, um Behauptungen zu verifizieren. Sie verschafft uns aber keine Mittel, um auf die
Behauptungen zu kommen. In diesem konkreten Falle wurde Vorarbeit geleistet und direkt argumentiert, um
auf den Ausdruck in (4-2) zu kommen. Ohne diese Arbeit wiren wir auf diesen Ausdruck gar nicht gekommen.
In dieser Vorarbeit steckt also die eigentliche mathematische Arbeit und dies bedarf etwas Kreativitat, Intuition,
usw. Haufig reicht diese Vorarbeit aber nur, um auf eine sinnvolle Behauptung zu kommen, und zum Schluss
runden wir dies mit Induktion ab, um formal die behauptete Aussage zu bestdtigen. Das ist die eigentliche
Rolle von Induktion als Beweismittel. O

SKA 4.8

Kurzes Argument:

Wenn jede Farbe jeweils auf maximal 1 Karte vorkommt, gibt es < 4-1 Karten. Aber 5 Karten werden gewdhlt.

Ausfiihrliches Argument:
Seien X := {%,, 0, M} die Menge der Farben und Y :={1,2,3,4,5} die Indizes der Karten. Sei

f: X — P(Y) die Funktion, die der Wahl entspricht, d. h.
f(x) = {yeY |Kartey hat Farbe x}
fir alle Farben z € X.

Nun, jede Karte, y € Y, hat eine Farbe, sodass y € f(x) fiir ein z € X. Also Y < |, f(x). Und per
Definition f(x) < Y fiir alle z € X. Darum |,y f(z) S Y. Also

Y = UmeXf(x)

Andererseits sind die Mengen (f(2)).ex paarweise disjunkt, da jede Karte hdchstens eine Farbe hat. Also ist
(f(x))zex eine Partition von Y. Darum

Y1 =[Usex f(@0)] = Xpex [f(@)] < [X]- maxgex |f(2)]
= maxgex [f(2)] = [Y]/|X] = 5/4>1
= JzeX:|f(z)>1
= JzeX:|f(z)=2

Nach der Definition von f heiBt dies, es gibt eine Farbe, x € {&, >, 0, #}, so dass = 2 der gezogenen Karten
der Farbe z sind.
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SKA 4.9

Kurzes Argument:
Wenn jeder Kalendartag jeweils von maximal 17 Studierenden gefeiert wird, gibt es < 366 - 17 = 6222

Studierende. Aber es gibt > 7000 Studierende.

Ausfiihrliches Argument:
Seien X ={1. Jan, 2. Jan, ..., 31. Dez} die Menge der Kalendartage und

Y = {z | zein/e Studierende/r an der Uni Leipzig}. Sei f:X — P(Y) die Funktion, die der Wahl
entspricht, d. h.

f(x) = {yeY|Studierende/r y hat am Tag = Geburtstag}
fiir alle Kalendartage x € X.

Nun, jede/r Studierende/r, y € Y, hat einen Geburtstag, sodass y € f(x) fireinz e X. AlsoY < |,y f(2).
Und per Definition f(z) < Y fiir alle z € X. Darum |,y f(z) = Y. Also

Y = UxEX f({I?)

Andererseits sind die Mengen (f(x))zex paarweise disjunkt, da jede/r Studierende/r hdchstens einen Ge-
burtstag hat. Also ist (f(x))zex eine Partition von Y. Darum

Y1 =[Usex f(0)] = Xpex [/(@)] < [X] - maxgex |f(2)]
—  maxeex |f(2)] = [Y|/[X] = 7000/366 > 19
= JzeX:|f(zx)]>19
= JreX:|f(z)>20

Nach der Definition von f heiBt dies, es gibt einen Kalendartag, « € {1. Jan, 2. Jan, ..., 31. Dez}, so dass
mindestens 20 Studierende z als Geburtstag feiern. Insbesondere gibt es 18 Menschen, die den gleichen
Geburtstag feiern.

SKA 410

Behauptung 4-5 Bezeichne mit ®(n) die Aussage
® Fiir alle endlichen Mengen, Ey, Es, ..., E,, gilt | ];_, Ei| =1, |Eil.
Dann gilt Yn e N: ®(n). %

Beweis. Wir zeigen Behauptung 4-5 per Induktion. Als Induktionsanfang widmen wir uns den Fillen
n < 2.

Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann fiir alle Mengen, E;
1 1
[Tz Bl = Bl = T[=i B
Also gilt ®(1).
Sei n = 2. Dann gilt fiir alle endlichen Mengen F1, F»
T Bl = |BErvx B = |Bi|- B = TI.,|El

(Dieses Resultat haben wir in Lemma 4-6 ausgelagert.)
Also gilt ®(2).

Induktionsvoraussetzung: Sei n > 2. Angenommen, ®(k) gilt fir alle & < n.
Induktionsschritt: Seien Ey, Es, ..., E, beliebige endliche Mengen. Zu zeigen: ||, E;| =

[Tio, |Ei] gilt.
Es gilt
n n—1
|Hi:1 Ei| = |Hi:1 E; x E,|
= |15 Ei| - |E.|, da ®(2) gilt
= HZ;l |E;| - |En|  wegen der IV
= Lo B
Also gilt ®(n).
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Also gilt Yn e N : &(n). |
Wir miissen noch den Fall fiir 2 Mengen beweisen.

Lemma 4.6 Seien X, Y beliebige endliche Mengen. Dann | X x Y| = |X|-|Y]. O

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion iiber |Y'| durchfiihren.

Induktionsanfang: Sei Y eine endliche Menge mit |Y| = 0. Also Y = (). Darum
X xY| = |[Xx0 = |0 = 0 = |X|-0 = |X]-|Y]

Sei Y eine 1-elementige Menge. Dann Y = {y} fiir ein Objekt, y. Es ist einfach zu sehen,
dass x € X — (x,y) € X x Y eine Bijektion ist. Folglich sind X und X x Y gleichmichtig.
D.h. | X xY|=|X|=|X|-1=|X||Y]|

Induktionsvoraussetzung: Sein > 1. Angenommen, | X x Y’| = | X|-|Y’| fiir alle k-elementigen
Mengen, Y’ und fiir alle k < n.

Induktionsschritt: Sei Y eine beliebige n-elementige Menge.
Zu zeigen: | X x Y| = |X]| x |Y] gilt.
Da n > 0, kénnen wir ein beliebiges o € Y fixieren.
Setze Y’ := Y\{yo}. Da Y’ n— 1-elementig ist, gilt per Induktionsvoraussetzung | X x Y’| =
X[ [¥7] = |X] - (n —1).
Wegen Disjunktheit von Y’ und {yo}, sind X x Y’ und X x {yo} ebenfalls disjunkt. Es folgt

X xY[ = |X x " U {yo}
— (X xY) U (X x {go})]
= | X xY'|+|X x {yo}| wegen Disjunktheit
= |X|-(n—1)+]X]| 1 wegen Fall fiir 1-elem. Mengen
= |X|'n wegen rekursiver Defn von Multiplikation
= [X]- Y]
Darum gilt | X x Y| = |X]|-|Y] fiir alle Mengen X,Y". |

SKA 411

Um ein Argument zuriickzuweisen, reicht es haufig aus, das Argument einfach ausfiihrlich aufzuschreiben.
Wir nehmen die Ausfiihrung und formalisieren diese:

Behauptung. Bezeichne mit G(x), dass x ein Goldfisch ist. Fiir n € N bezeichne mit ®(n) folgende Aussage
® Fiir alle n-elementigen Mengen, X, von Fischen, wenn 3x € X : G(x), dannVz € X : G(x).
Dann ¥n e N: ®(n) O

Beweis (ungiiltiges Argument). Dies wird per Induktion argumentiert.

Induktionsanfang: Betrachte eine 1-elementige Menge, X, von Fischen.
Angenommen, ein zg € X mit G(z) existiere.
Da X nur dieses eine Element enthilt, gilt offensichtlich Y € X : G(x).

Induktionsvoraussetzung: Sei n € N mit n > 1. Angenommen, ®(k) gilt fiir alle & < n.

Induktionsschritt: Sei X eine n-elementige Menge von Fischen.
Angenommen, ein g € X mit G(xg) existiere. Zu zeigen: Fiir alle z € X gilt G(x).
Setze X1 := X\{zo}, was nicht leer ist, weil n > 2.
Fixiere einen Fisch x1 € X7 und setze X := X\{z1}.
Da z1 # xg sind Xg, X7 verschiedene n — 1-elementige Mengen:
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X

Fokussieren wir uns zunichst auf X (die schattierte Teilmenge).
Da Xy n — 1-elementig ist und xo € X und G(z0), gilt per IV (1) Vz € Xo : G(z).

Wahle nun einen Fisch, T € X, mit T # xg ‘ und setze X' := X\{z} .
Dann ist X’ eine n — 1-elementige Menge und zp € X; und G(xy).
Per IV gilt also Vz € X' : G(z).

Daraus und aus (1) folgt Vz € X : G(z), daja X = Xpu X'.2

Darum gilt ®(n).

Darum gilt Yn e N: ®(n). |

Das Problem mit diesem Argument steckt im Induktionsschritt an genau dieser Stelle:
Wiéhle nun einen Fisch, & € Xy, mit & # xq . ..
Im urspriinglichen Text ist dies die problematische Stelle:

Jetzt kénnen wir aber auch einen der Goldfische rausnehmen und haben wieder . ..

Zuriick aber zu unserer Formalisierung;:
Diese Stelle im Argument ist nur méglich, wenn Xo\{zo} nicht leer ist, oder dquivalent, wenn Xy n X nicht
leer ist. Das Diagramm mag dies andeuten, aber das Diagramm tduscht. Denn formal betrachtet muss das

Element, £ € Xy n X3, verschieden von 2o und x; sein. Das setzt voraus, dass n = |X| > 3. Aber im
Induktionsschritt wurde nur n > 1 vorausgesetzt!

Das heiBt das Induktionsargument ist faul, weil der Schritt 1 v~ 2 implizit libersprungen wird.

&Per Wahl gilt & € Xo = X\z1. Also, & # x1. Also, 1 € X’. Also, X = Xou {z1} € Xou X’ C X.
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TEIL 11l

Quizzes



Quiz 1
Woche 1

Behauptung. Das LGS

\
w

- + a-y
a-xr - 4949 = 0

ist genau dann l6sbar, wenn a € R\{£2}.

Beweis. Sei a € R beliebig. Wir fiihren das GauBverfahren aus:

Urspriingliches LGS (A, |bg):

-1 a |3
a —41]0

Wende die Zeilentransformationen Zy <~ a - Z1 + Z5 an:

1 a 3
0 a®2—41|3a

Wenn a € {£2}, ist das LGS unlésbar, da in der 2. Zeile links nur O Eintrdge stehen und rechts +6.
Wenn a ¢ {12}, gibt es zwei Stufen und damit ist das LGS l8sbar.
Also gilt die Behauptung.



Quiz 2
Woche 2

Sei L die Gerade {v + tw | t € R} = R?, wobei
4 2
v o (F) v o= (%)
5 12
(1) Behauptung. Der Punkt, x = (if ) liegt in der Geraden, L. O

Beweis. Es gilt

xel < JteR:x=v+itw
— dJteR:x—v=1tw

— dteR: (—13) :t(—26>
6 12
Nun ist die letzte Aussage wahr, da der Ausdruck innerhalb des Existenzquantors offensichtlich unter
t= % wahr ist. Darum gilt x € L. |

(2) Fixiere einen Vektor, w, € R?, der zu w normal ist. Z. B. kénnen wir
()
w, = |-
+ 0
wihlen. Dann gilt (w,w,) = 0, sodass die Vektoren normal zueinander stehen.
Nun, fiir x € L setze
Ly = {x+s-wi|seR}L

Dann gilt offensichtlich x € L n L.

Andererseits, da die Richtungsvektoren in den Geraden nicht linear abhingig sind, (da sie normal zuein-
ander stehen), gilt |L n Ly| < 1.

Darum gilt L n Ly = {x}.



Woche 3

Quiz 3

(a)

(b)

Behauptung. Seien X, Y beliebige Mengen und f : X — Y eine Funktion. Sei B € Y beliebig. Dann
gilt f(f~*(B)) = f(X) n B. Insbesondere gilt f(f~*(B)) < B O

Beweis. Fiir yeY gilt

ye f(f7H(B)) = 3JzefU(B): f(z) =y
«— JzeX:(ze f1(B)undf(z) =1y)
<~ 3JreX: (f(z)=yundze f~Y(B))
<~ JrxeX:(y=f(z)und f(z) € B)
< dJreX:(y= f(z)undye B)
< (reX:y=f(z))undye B
<~ ye f(X)undye B
— yef(X)nB
Darum gilt f(f~Y(B)) = f(X)n B < B. [ ]

Aus (a) folgt:
® f surjektiv = f(f1(B))=f(X)nB=Y nB=DBfiralle BCY,;
® f nicht surjektiv = f(f71(Y)) = f(X)nY = f(X) c Y (strikt).

Darum ist es notwendig und hinreichend, eine nicht-surjektive Funktion als Beispiel zu nehmen. Hier ein
minimales Beispiel X = {0} und Y = {1,2} und B =Y und f : X — Y definiert durch f(0) = 1. Dann
FUHB)) = f(F7HY) = f(X) = {1} < Y (strikt).
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