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Vorwort

Dieses Dokument enthilt zusitzliche Aufgaben und Themen, die in den Ubungsgruppen
erortert wurden.
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Lineare Ausdehnung

In der Ubungsgruppe in Woche 12 (am 3.2.2021) diskutierten wir verzwickte Situationen und Fragentypen,
die zum Thema linearer Ausdehnung vorkommen kénnen. Wir hatten das groBtenteils theoretisch ausgelegt.
Hier wollen wir ein paar Aufgaben komplett durchrechnen.

Beachte! Hier geht es niemals darum, eine lineare Ausdehnung exmplizit darzustellen, sondern vielmehr (1)
[Sin20, Satz 6.1.13] als zentrales Resultat anzuwenden, (2) eine Basis aus den Inputvektoren zu generieren
(ggf. durch Entfernung von ,linear abhingigen* Vektoren, ggf. durch Basiserweiterung, ggf. durch beides!)
(3) die Input und Outputvektoren in der partielldefinierten Funktion zu untersuchen, und rein aufgrund dessen
ein Urteil zu treffen, ob (3a) eine lineare Ausdehnung iiberhaupt mdglich ist, (3b) eine injektive/nicht injektive
lineare Ausdehnung mdoglich ist, (3c) eine surjektive/nicht surjektive lineare Ausdehnung méglich ist, (3d) eine
Isomorphismus (=Bijektion)/nicht-Isomorphismus als lineare Ausdehnung méglich ist.

Nun, im Falle von Funktionen ¢ : U — V, wobei U,V Vektorraume mit dim(U) = dim(V), sind wegen
[Sin20, Korollar 6.1.11] die Nebenfragen (3a)—(3c) alle dquivalent. Im Falle dim(U) # dim(V) machen wir
von folgender Beobachtung Gebrauch:

Beobachtung. Seien U, V (endlich dimensionale) Vektorrdume iiber einem Korper K und sei
¢:U—V linear. Da Bild(y) < V gilt offensichtlich dim(Bild(¢)) < dim(V). Und wenn
wir eine Basis {uj,uz...,u,} €U fir U fixieren, mit n = dim(U), so gilt wegen Linearitit
Bild(¢) = Lin{w(u1), o(uz) ..., ¢(u,)}. Das heiBt, {o(u1), o(uz)...,¢(u,)} ist ein Erzeugendensystem fiir
Bild(¢). Folglich gilt dim(Bild(¢)) < n = dim(U). Da per Definition Rang(yp) = dim(Bild(y)), haben wir
gezeigt, dass Rang(y¢) < dim(V') und Rang(y) < dim(U) stets gelten. Kiirzer formuliert:

Rang(¢) < min{dim(U),dim(V)} (1-1)

gilt immer fiir alle lineare Abbildungen ¢ : U — V und alle Vektorrdume U, V. %

Aus dieser Beobachtung konnen wir iiber (3b—3d) folgende Urteile generell treffen, wenn dim(U) # dim(V):

® Falls dim(U) > dim(V) kann es bei offensichtlich héchstens nicht-injektive lineare Ausdehnungen
geben, weil fir ¢ : U — V linear gilt Rang(y) < dim(V) < dim(U), sodass laut [Sin20, Korol-
lar 6.3.15(1)] ¢ niemals injektiv sein kann.

Darum lautet die Antwort zu (3b/3d) Gibt es injektive/bijektive...? immer nein. Die Fragen (3b/3d)
Gibt es nicht-injektive/nicht-bijektive...?7 sind dann dquivalent zu (3a).

® Falls dim(U) < dim(V) kann es bei (3c) offensichtlich héchstens nicht-surjektive lineare Ausdeh-
nungen geben, weil fiir ¢ : U — V linear gilt Rang(y) < dim(U) < dim(V), sodass laut [Sin20,
Korollar 6.3.15(2)] ¢ niemals surjektiv sein kann.

Darum lautet die Antwort zu (3c/3d) Gibt es surjektive/bijektive...? immer nein. Die Fragen (3b/3d)
Gibt es nicht-surjektive/nicht-bijektive...? sind dann dquivalent zu (3a).

Daher konnen wir die Fragentypen in den Aufgaben immer teilweise sofort beantworten und zum Teil verein-
fachen, je nachdem, ob dim(U) = dim(V), oder dim(U) < dim(V'), oder dim(U) > dim(V') gelten.



Aufgabe 1-1

Betrachten wir die R-Vektorraume U := R* und V := R? und die Vektoren u, us,us € U und vy, vs,v5 € V

Uy = 1 , U2 = 1 , U3 = 0 )
1 1 0

v =03), ve=(31), w=(75")-

Frage 1-1 Gibt es eine lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass

i) p(ur) = v ii) ¢(uz) = vy i) o(us) = v3
alle erfiillt sind? O

Lésung. Wir beachten zuerst, dass {uj,us} linear unabhingig sind® und dass uz € Lin{uj,n}, da
u3 = 10us — 10u;. Wir beachten auch, dass

10vy — 10v; = ( 731610) = U3

gilt. Darum kdnnen wir die Frage auf Bedingungen i) + ii) reduzieren: existiert eine lineare Abbildung, die i) +
i) erfiillt, dann wird wegen Linearitat Bedingung iii) automatisch mit erfiillt. Existiert keine lineare Abbildung,
die i) + ii) erfiillt, dann existiert natiirlich auch keine, die i)-iii) erfillt.

Wir erweitern nun die lineare unabhingige Menge {u1,u2} zu einer Basis {uq,uq,us, u}} von U. Wihle
auBerdem beliebige Vektoren, v4,v) € V. Da {uy,us,u},u)} eine Basis von U ist und vy, vq,v5,0v) € V,
existiert laut [Sin20, Satz 6.1.13] eine lineare Ausdehnung, ¢ : U — V, so dass

p(ur) = v, @(ug) =va, o(uz) =v3, @(uy) = vy,

gelten. Insbesondere sind Bedingungen i) + ii) erfiillt. Also lautet wie oben argumentiert, die Antwort auf die
Originalfrage: ! o

Frage 1-2 Gibt es eine

b) injektive c) surjektive d) bijektive®
b') nicht-injektive c') nicht-surjektive d') nicht-bijektive
lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass i)-iii) erfiillt sind? O

Lésung. Da dim(U) > dim(V'), kann es generell keine injektiven linearen Abbildungen von U nach V' geben.
Also lauten die Antworten auf b), d) , und da es mindestens eine lineare Ausdehnung existiert, lautet

die Antwort auf b") und d’) .

Es bleiben nur noch c) und c’) zu bestimmen. Sei ¢ : U — V eine lineare Ausdehnung von i)—iii). Dann wegen
Bedingungen i) + ii) und Linearitat gilt

Bild(¢) = Lin{o(u1),p(uz2)} = Lin{v;,ve} = V.

Die letzte Gleichung gilt, weil {v1, vy} linear unabhingig ist, und somit eine Basis von dem 2-dimensionalen
Raum, V, ist. Darum ist Bild() surjektiv. Da ¢ beliebig war, haben wir tatsdchlich gezeigt, dass alle lineare

Ausdehnungen von i)—iii) surjektiv sind. Darum lautet die Antwort auf c) und auf c) . O

ich lasse hier die Beweise weg, aber man sollte die zeigen, z. B. durch das GauBverfahren.
balso einen »|somorphismus«
Cich lasse wieder den Beweis weg, aber man sollte das machen



Aufgabe 1-2

Betrachten wir die R-Vektorraume U := R* und V := R? und die Vektoren u, us,us € U und vy, vs,v5 € V

Uy = 1], U2 = 1], U3z = 0 , Ug = 2 |
1 1 0 2

v =(3), va=(3), vs=1(30), va=(3)

Frage 1-3 Gibt es eine lineare Abbildung, ¢ : U — V/, so dass

i) p(ur) =v i) p(us) = v3
i) o(uz) = v2 iv) o(us) =4
alle erfiillt sind? %

Lésung. Wir beachten zuerst, dass {uj,us} linear unabhingig sind und dass wuz,us € Lin{ui,e}, da
u3z = 10uy — 10u; und uy = ug + uo. Wir beachten auch, dass
10’02 — 10’[)1 = (%88) V3,
vitve = () = wu

gelten. Darum konnen wir die Frage auf Bedingungen i) + ii) reduzieren, weil wegen der o.s. Verhéltnisse iii)
+ iv) fiir lineare Abbildungen automatisch mit erfiillt werden.

Wir erweitern nun die lineare unabhingige Menge {u1,u2} zu einer Basis {u1,uz,us, u}y} von U. Wihle
auBerdem beliebige Vektoren, v4,v) € V. Da {uy,us,u},u)} eine Basis von U ist und vy, vq, 05,0} € V,
existiert laut [Sin20, Satz 6.1.13] eine lineare Ausdehnung, ¢ : U — V, so dass

(ur) = v, @(uz) =ve, o(uz) =v3, @(uy) =y,

gelten. Insbesondere sind Bedingungen i) + ii) erfiillt. Also lautet wie oben argumentiert, die Antwort auf die
Originalfrage: ! o

Frage 1-4 Gibt es eine

b) injektive c) surjektive d) bijektive
b') nicht-injektive ¢') nicht-surjektive d’) nicht-bijektive
lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass i)-iv) erfiillt sind? O

Lésung. Da dim(U) > dim(V'), kann es generell keine injektiven linearen Abbildungen von U nach V' geben.
Also lauten die Antworten auf b), d) , und da es mindestens eine lineare Ausdehnung existiert, lautet

die Antwort auf b") und d’) .

Es bleiben nur noch c) und ') zu bestimmen. Beachte, dass in der Konstruktion von ¢ im o.s. Beweis wir
v, v}y beliebig auswahlen konnten.

Zu c) wahle bspw. v} := () und v} := 0 und sei ¢; : U — V die lineare Abbildung im o.s. Beweis mit
diesen Vektoren in der Konstruktion. Da {uy, ua, ufs, u}} eine Basis fiir U ist, gilt wegen Linearitdt von ¢
Bild(¢1) = p1(Lin{uq,ue,us, u}})

Lin{p(u1), p(uz2), p(us), p(uy)}
Lin{vy, va, v}, v4}

Lin{vy, v4}

\%

g

Die letzte Gleichung gilt, weil per Wahl {v;, v5} linear unabhingig ist und somit eine Basis des 2-dimenionalen
Vektorraums, V ist. Da Bild(p1) 2 V, ist ¢; surjektiv. Die Antwort auf c) lautet also .

Zu c’) wahle v§,v) := 0 und sei ¢y : U — V die lineare Abbildung im o.s. Beweis mit diesen Vektoren in
der Konstruktion. Wie oben gilt Rang(¢2) Dtn dim(Bild(¢2)) = dim(Lin{vy, v2,v5,v4}) = dim(Lin{v1}) < 1,
da per Wahl vg,v3,v4 € Lin{v1} und v1 # 0. Also, Rang(y2) < 2 = dim(V). Folglich ist ¢2 laut [Sin20,
Korollar 6.3.15(1)] nicht-surjektiv. Die Antwort auf c’) lautet also . O

6



Aufgabe 1-3

Betrachten wir die R-Vektorraume U := R? und V := R* und die Vektoren u, us,us € U und vy, ve,v5 € V

Ulz(%)’ ng(g), u3:(il’>)

-9 4 ?
'U] = 8 bl ’U2 = 8 ’ U3 = 0 M
1 2 3

Frage 1.5 Gibt es eine lineare Abbildung, ¢ : U — V/, so dass

i) o(ur) =0 i) p(uz) = ve i) ¢(uz) = v
alle erfiillt sind?

Losung. Beachte, dass u3 = uy + us, aber

-5
V1 +v = < 8 > #  U3.
3

Angenommen, es gebe eine lineare Ausdehnung ¢ : U — V, die i)—iii) erfiillt. Dann muss vz = =

= ¢(us) =
o(ur + u2) = @(u1) + ¢(uz) = vy + vy gelten. Laut der o.s. Gleichung kann dies aber nicht gelten. Darum
lautet die Antwort . Es gibt keine lineare Ausdehnung. O



Aufgabe 14

Betrachten wir die R-Vektorraume U := R? und V := R* und die Vektoren u, us,us € U und vy, ve,v5 € V

Ulz(%)’ uQ:(%)a u3:((1J)

(8) 108
vi=\1¢g), V2= o, v
4 9

Frage 1.6 Gibt es eine lineare Abbildung, ¢ : U — V/, so dass

w
I
N

i) o(ur) =1 i) p(ug) = v9 i) ¢(uz) = v
alle erfiillt sind? O

Lésung. Wir beachten zuerst, dass {uy,us} linear unabhingig ist und dass us € Lin{u;}, da us = 2u; + us.

Wir beachten auch, dass
18
201 +us = (8) = U
9

gilt. Darum kdnnen wir die Frage auf Bedingung i) + iii) reduzieren, weil wegen der o.s. Verhiltnisse ii) fir
lineare Abbildungen automatisch mit erfiillt wird.

Wegen linearer Unabhangigkeit ist {u1,u3} bereits eine Basis des 2-dimensionalen Raums, U. Deswegen
brauchen wir in dieser Aufgabe keine Erweiterung zu machen. Da {uy,us} eine Basis fiir U und {v1,v3} € V,
existiert laut [Sin20, Satz 6.1.13] eine lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass

%ﬂ(ul) = 1, %0(“3) = V3,

gelten. Insbesondere sind Bedingung i) + iii) erfiillt. Also lautet wie oben argumentiert, die Antwort auf die

Originalfrage: ! O

Frage 1.7 Gibt es eine

b) injektive c) surjektive d) bijektive
b’) nicht-injektive ') nicht-surjektive d') nicht-bijektive
lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass i)-iii) erfiillt sind? O

Losung. Da dim(U) < dim(V'), kann es generell keine surjektive linearen Abbildungen von U nach V' geben.
Also lauten die Antworten auf c), d) , und da es mindestens eine lineare Ausdehnung existiert, lautet

die Antwort auf ¢’) und d') .

Es bleiben nur noch b) und b’) zu bestimmen. Sei ¢ eine lineare Ausdehnung, die i)—iii) erfiillt. Dann wegen
Linearitat von ¢ und da {uy,u3} eine Basis von U ist, gilt

Bild(¢) = (Lin{u1,us}) = Lin{e(u1),o(usz)} = Lin{vy,vs}

und damit Rang(y) Defn dim(Bild(¢)) = dim(Lin{vy,v3}) = dim(Lin{vs}) = 1, da v; € Lin{vs} und v3 # 0.
Also, Rang(y) < 2 = dim(U). Folglich ist ¢ laut [Sin20, Korollar 6.3.15(1)] nicht injektiv. Da hier ¢ beliebig
gewdhlt wurde, sind alle linearen Ausdehnungen von i)—iii) immer nicht-injektiv. Darum lautet die Antwort

auf b) und auf b') . O



Aufgabe 15

Betrachten wir die R-Vektorraume U := R? und V := R* und die Vektoren u, us,us € U und vy, ve,v5 € V

Ulz(%)’ uQ:(%)a U3=(§)

8 16 2
v1=1{o0), 2={0 ) B=\| o0 |-
4 8 12

Frage 1-8 Gibt es eine lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass

i) o(ur) =1 i) p(uz) = v9 i) ¢(uz) = v
alle erfiillt sind? O

Lésung. Wir beachten zuerst, dass {u;} linear unabhingig ist und dass us, us € Lin{u;}, da us = 2uy und
uz = 3uy. Wir beachten auch, dass

16
0
0
8

24
0

0
12

2'Ul V2,

I
I

3’1)1 V3

gelten. Darum kdnnen wir die Frage auf Bedingung i) reduzieren, weil wegen der o.s. Verhiltnisse ii) + iii)
fiir lineare Abbildungen automatisch mit erfiillt werden.

Erweitere {u;} zu einer Basis {u1,ub} des 2-dimensionalen Raums, U, und wéhle einen Vektor v} € V.
Da {u1,ub} eine Basis fiir U und {v1,v5} € V, existiert laut [Sin20, Satz 6.1.13] eine lineare Abbildung,
p:U —V, so dass

/ /

o(ur) = vi, @(uh) = v5,

gelten. Insbesondere sind Bedingung i) erfiillt. Also lautet wie oben argumentiert, die Antwort auf die Origi-

nalfrage: ! O
Frage 1.9 Gibt es eine

b) injektive c) surjektive d) bijektive
b') nicht-injektive c') nicht-surjektive d’') nicht-bijektive
lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass i)-iii) erfiillt sind? O

Lésung. Da dim(U) < dim(V'), kann es generell keine surjektive linearen Abbildungen von U nach V' geben.
Also lauten die Antworten auf c), d) , und da es mindestens eine lineare Ausdehnung existiert, lautet

die Antwort auf c’) und d’) .

Es bleiben nur noch b) und b') zu bestimmen. Beachte, dass in der Konstruktion von ¢ im o.s. Beweis wir
v beliebig auswéhlen konnten.

0
Zu b) wihle v}, := (é) und sei @1 : U — V die lineare Abbildung im o.s. Beweis mit diesen Vektoren in der
0

Konstruktion. Da {uy,ub} eine Basis fiir U ist, gilt wegen Linearitdt von ¢4

Bild(p1) = @i(linfur,up}) = Lin{gi(u), 1(up)} = Lin{or, 0} =V,
und damit Rang(p;) Dt dim(Bild(¢1)) = dim(Lin{vy,v5}) = 2, da per Wahl {v;,v5} linear unabhingig ist.
Also, Rang(¢1) = 2 = dim(U). Folglich ist ¢; laut [Sin20, Korollar 6.3.15(1)] injektiv. Die Antwort auf b)

lautet also .

Zu b') wiéhle v} := 0 und sei v : U — V die lineare Abbildung im o.s. Beweis mit diesen Vektoren in der

Konstruktion. Wie oben gilt Rang(y2) Defn dim(Bild(¢2)) = dim(Lin{vy,v4}) = dim(Lin{v1}) < 1, da per

Wahl v} € Lin{v1}. Also, Rang(ps) < 2 = dim(U). Folglich ist @2 laut [Sin20, Korollar 6.3.15(1)] nicht-
injektiv. Die Antwort auf b') lautet also . O




Aufgabe 1-6

Betrachten wir die R-Vektorrdume U = V := R* und die Vektoren w;, us, us, us € U und vy, vs, v3,04 € V.

Uy =\{17J), Uu2=171), ug=1|g¢9 ), Us=1\2]>
1 1 0 2

5 5
v1=190), v2={0), U=
0 0

Frage 1-10 Gibt es eine lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass

10 1
0 ) Ya=1o0]-
0 0

i) p(u1) = v i) o(us) = vs
i) p(uz) = v9 iv) o(ug) = vy
alle erfiillt sind? %

Lésung. Zunichst beobachte, dass {uj,us} linear unabhingig ist, und dass wuz,us € Lin{uj,us}, da
uz = 10us — 10wy und ug = uq + uo. Beachte auch, dass sich diese Verhaltnisse in den Outputvektoren wie-
derspiegeln:

101}2 — 101}1 =
V1 +v2 =

Darum kdnnen wir die Frage auf Bedingungen i) + ii) reduzieren, weil wegen der o.s. Verhltnisse iii) + iv)
fiir lineare Abbildungen automatisch mit erfiillt werden.

Erweitere nun die linear unabhingige Menge {uy,us} zu einer Basis {uy, ug, us, u}} von U. Wahle auBerdem
beliebige Vektoren, v}, v) € V. Da {uy,us, us,u}} eine Basis von U ist und vy, va,v5, v} € V, existiert laut
[Sin20, Satz 6.1.13] eine lineare Ausdehnung, ¢ : U — V, so dass
p(uz) =vs,  p(uy) = vy,

90(“1) =1, @(Uz) = V2,

gelten. Insbesondere sind Bedingungen i) + ii) erfiillt. Also lautet wie oben argumentiert, die Antwort auf die

Originalfrage: ! O

Frage 111 Gibt es eine

b) injektive c) surjektive d) bijektive

b’) nicht-injektive ') nicht-surjektive d') nicht-bijektive

lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass i)-iv) erfiillt sind? O

Lésung. Da dim(U) = dim(V), sind b), c), d) dquivalent und genauso sind b’), '), d) dquivalent, da fiir
lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Raumen gleicher Dimensionen Injektivitdt, Surjektivitadt, und
Bijektivitat dquivalent sind. Darum reicht es aus, nur ¢) und c’) zu behandeln.

Zu c), da {vi,v2} € V linear unabhéngig sind, wihle v4,v) € V so, dass {v1,vs,v5,v)} eine Basis des
4-dimensionalen Raums, V, bildet. Sei 1 : U — V die lineare Abbildung im o.s. Beweis mit diesen Vektoren
in der Konstruktion. Da {u1,us, u%, uy} eine Basis fiir U ist, gilt wegen Linearitat von ¢

Bild(¢1) = ¢1(Lin{uq, ua, ub, uj})
!

Lin{o(u1), p(u2), p(us), p(u})}
= Lin{vy, vo, vh, v}

und damit Bild(¢1) = V, da per Wahl {vy, vs, v}, v}} eine Basis von V ist. Folglich ist ¢ surjektiv. Die
Antwort auf ) (und b) und d)), lautet also .

Zu ) wahle v, v} := 0 und sei @5 : U — V die lineare Abbildung im o.s. Beweis mit diesen Vektoren in der
Konstruktion. Wie oben gilt Rang(¢2) Defn dim(Bild(y2)) = dim(Lin{vy, v, v§,v)}) = dim(Lin{vy,v2}) < 2,
da per Wahl v%, v} € Lin{vy, v2}. Also, Rang(¢2) < 4 = dim(V'). Folglich ist o laut [Sin20, Korollar 6.3.15(2)]

nicht-surjektiv. Die Antwort auf c’) (und b’) und d’)) lautet also . O

10



Aufgabe 1-7

Betrachten wir die R-Vektorrdume U = V := R* und die Vektoren w;, us, us, us € U und vy, vs, v3,04 € V.

Uy = 1], U2 = 1], U3z = 0 , Ug = 2 |
1 1 0 2
g 8 50 0
v1=\o)s 2=10])y BB=\{0 ) Va=\|0o])-
0 0 0 0

Frage 1-12 Gibt es eine lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass

i) o(u) = v i) o(uz) =3
i) o(uz) = v2 iv) o(us) =4
alle erfiillt sind? O

Lsung. Zunichst beobachte, dass {uj,us} linear unabhéngig ist, und dass wuz,us € Lin{uj,us}, da
uz = 10us — 10uy und ugy = uq + us. Beachte auch, dass sich diese Verhiltnisse in den Outputvektoren wie-

derspiegeln:
0
100y — 10v; = (300) = 3,
0

(i)

Der Rest dieser Aufgabe ldsst sich nun genauso wie bei Frage 1-10 erledigen. Die Antwort hier lautet also
wieder: , es gibt eine lineare Ausdehnung, die i)-iv) erfiillt. O

V1 + U2 V4.

Frage 1-13 Gibt es eine

b) injektive c) surjektive d) bijektive
b') nicht-injektive c') nicht-surjektive d’') nicht-bijektive
lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass i)-iv) erfiillt sind? O

Lésung. Da dim(U) = dim(V), sind b), c), d) dquivalent und genauso sind b’), '), d) dquivalent, da fiir
lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Raumen gleicher Dimensionen Injektivitat, Surjektivitat, und
Bijektivitdt dquivalent sind. Darum reicht es aus, nur b) und b’) zu behandeln.

Sei nun ¢ :U — V eine beliebige lineare Abbildung, die i)—iv) erfiillt (laut der letzten Aufgabe existiert
mindestens eine). Da {uj,us} linear unabhingig ist, kénnen wir dies zu einer Basis {u1, us, uf, u)} von U
erweitern. Da ¢ eine Ausdehnung und linear ist, gilt

Bild(p) = o(Lin{uy,us,ub, u)})
= Lin{o(u1), p(u2), p(us), p(uy)}
= Lin{v1, v2, p(us), p(u})}.
Darum gilt Rang(y) Defn dim(Bild(¢)) = dim(Lin{vy, va, p(us), p(uy)}) = dim(Lin{vy, p(us), p(uy)}) < 3,
da vy € Lin{v1}. Also, Rang(y) < 4 = dim(V). Folglich ist ¢ laut [Sin20, Korollar 6.3.15(2)] nicht-surjektiv.
Da ¢ beliebig war, haben wir tatsichlich gezeigt, dass alle lineare Ausdehnungen von i)—iv) nicht-surjektiv

sind. Darum lautet die Antwort auf c) (und b) und d)) und auf c’) (und b’) und d’)) . O
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Aufgabe 1-8

Betrachten wir die R-Vektorrdume U = V := R3 und die Vektoren w;, us, us, us € U und vy, vs, v3,04 € V.

0 3 30 0
w=(§), w= (1) w=(F), w=0)

0 1 11 1
w=(f) =) = (1), m=(1)

Frage 114 Gibt es eine lineare Abbildung, ¢ : U — V/, so dass

i) p(u) = v i) o(us) = vs
i) o(uz) = v2 iv) ©(us) =4
alle erfiillt sind? o

L8sung. Zunichst beobachte, dass {u1,us,us} linear unabhingig ist, und dass ug € Lin{uj,us,uq}, da
ug = 10us — 10u; + uy. Beachte auch, dass sich dieses Verhiltnis in den Outputvektoren wiederspiegelt:

10vy — 10V +v4 = (?) = 3.

Darum koénnen wir die Frage auf Bedingungen i)-iii) reduzieren, weil wegen des o.s. Verhiltnisses iv) fiir
lineare Abbildungen automatisch mit erfiillt wird.

Hier miissen wir nun im Gegensatz zu den anderen Aufgaben nichts hinzufiigen! Da {u1,ug,us} linear un-
abhingig ist, bildet dies bereits eine Basis des 3-dimenionalen Raums U. Da {u, us, u3} eine Basis von U ist
und vy, v2,v3 € V, existiert laut [Sin20, Satz 6.1.13] eine lineare Ausdehnung, ¢ : U — V, so dass

o(ur) =v1, p(uz) =v2, @(uz) =3

gelten. Insbesondere sind Bedingungen i)—iii) erfiillt. Also lautet wie oben argumentiert, die Antwort auf die

Originalfrage: ! O

Frage 115 Gibt es eine

b) injektive c) surjektive d) bijektive
b') nicht-injektive c') nicht-surjektive d’) nicht-bijektive
lineare Abbildung, ¢ : U — V, so dass i)-iv) erfiillt sind? O

Lésung. Da dim(U) = dim(V), sind b), c), d) dquivalent und genauso sind b’), '), d) dquivalent, da fiir
lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Raumen gleicher Dimensionen Injektivitat, Surjektivitat, und
Bijektivitat dquivalent sind. Darum reicht es aus, nur ¢) und c’) zu behandeln.

Sei nun ¢ :U — V eine beliebige lineare Abbildung, die i)-iv) erfiillt (laut der letzten Aufgabe existiert
mindestens eine). Da ¢ eine Ausdehnung und linear ist und da {u;,us,us} eine Basis von U ist, gilt

Bild(¢) = ¢(Lin{ui,us, us})
Lin{o(u), o(uz2), p(us)}
= Lin{vy, vz, v3}.

Nun ist {v1,v9,v3} S V linear unabhingig und bildet somit eine Basis des 3-dimenionalen Vektorraums, V.
Darum gilt Bild(¢) 2 V, sodass ¢ surjektiv ist. Da ¢ beliebig war, haben wir tatsichlich gezeigt, dass alle

lineare Ausdehnungen von i)-iv) surjektiv sind. Darum lautet die Antwort auf c) (und b) und d)) und

auf ¢’) (und b’) und d’)) [Nein]|. 0

Bemerkung 1-16 Laut [Sin20, Satz 6.1.13] die fiir Frage 1-14 konstruierte lineare Abbildung, ¢, eindeutig.
Da wir keine freie Wahl trafen, gibt es also exakt eine lineare Abbildung, die i)—iv) erfiillt. Darum ist die letzte
Frage eigentlich »Ist die lineare Ausdehnung injektiv/nicht-injektiv/...7«. O

Bemerkung 1-17 Wir hitten die o.s. Aufgabe so aufstellen kdnnen, dass {v1, va, v3} linear abhingig wire.
Dann hitte die lineare Ausdehnung den Rang < 3. Die Antworten auf ), b), d)) wiirden dann »Nein« lauten,
und auf c’), b’), d’) »Ja<. o
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