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tongept

BISHER
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suplinf
• Lösungen ja 1-1^-44%+2

Monotonie

AKTUELL . . . limsup / tim inf
- Lehrstoff : • Konvergenz mittels ein + ein

f- "P
"

- Eindeutigkeit

- 1.*• {-N Definition ◦ ◦" Kometen}
] Cauchy- krit.

• Bsp .

- - i -

Eindeutigkeit
- sein 5 ← -

i

• lconv- Krit .



a. E An ✗
n
⇔ x in alle-n.tn 1

✗¢ ¥ ✗
n ⇔ d in CMYKeinem Xn .

Sei a.CH
, *
)

wähle NEN
s - d .

2-
"

< IT- a

und s.cl .

2-
"
< a -1T



Gegeben A
,
B ER beide nach oben Gesehn

,
nicht leer

.

2

b) Beh . A EB ⇒ sap
A ≤ sup B

Sup A

↓ JR

ITSupB

Intuition hinter HA 4.1 b) .

Bew . - A
,

B ≠ ∅ und nach oben beschr. ⇒ ✗ ÷
sup
A

ß : = supß } existieren
- ß ≥ alles in B ; BIA ⇒ ß ≥ alles in A, d. h . ß eine Obeschr

. für A .
-

✗ ist per Def
"
-

von Sup die kleinste Obeschranke von A ⇒ ✗≤ ß

m . a. N
sup A ≤ sup

B



3
Gegeben A

,
B ER beide nach oben Gesehn

,
nicht leer

.

Notation At B = { sexy | at A
, yf B}

Beh . sup (At B) ≥ Sup At sup B

Bew . Cg
c) (≤) : Informationstafeln

1) A
,
B≠

,
nach oben Gesehen ⇒

✗ - sup
A

ß : -- sap B
} existieren

2) At-B ≠ ∅ und V-n.CA
,yfß : sexy ≤✗

+ ß ⇒ ATB nach oben Gescher .

⇒ 8 : = sup @+B) existiert.
(und ≤x-p:)

Znrgeigenm ✗ ≥ ✗ + ß ⊕

angenommen , dies sei
"

nicht der Fall
,
d. h .

✗ < ✗ + ß strikt . %
.

- Wähle E := ✗+ß) - 8 ⇒ E E Goo ) wegen ⊕ EI
- r

-

per Def
"
-

von super . -
•

c- An G-ÄH •

. !!
! - Ä"

*

Y
-

E Bn (ß
-

z, ß]
„„„i „„„„ mm

- Also RITT > ✗+ ß
- E =X-pw-konstr.EAi.rs

,
⇒ it y

"

≤ sup (At B) = ✗=
Widerspruch !Darum gilt ✗ ≤ ✗+ ß



Notation s B : = { sa I at A } für BER , SER ④
d) Beh 1- Für t > 0 und A- ER nicht leer

,
nach oben Gesehn.

gilt sup tot ≤ tsup A

Bew . - a := sup A existiert
, (da A- =/∅ und nach oben beschert

- für y E t A gilt y
= t.se für ein AfA

⇒ x ≤
sup

A- = ✗

⇒ y
= ta ≤ tx (siehe VL /ÜB 3)

⇒ TA ≠ ∅
,
nach oben besehen (durch ta )

⇒ sup -1A er . und ist per Def
" die kleinste 0besehen

,
insbes . ≤ ta.

D. h . sup TA ≤ t.suPA .

Wegen der Allgemeinheit von Behauptung 1 kann man die Aussage

auf (t"
,
TA ) statt (t, A) anwenden , da E

'
>0 und tot -1-0 + nach

oben bexhv.

Es folgt : (sup A =) sup E
'
-1A ≤ E " . supt A Ä

"
t.suPA ≤ sup

TA .

Darum gilt Gleichheit .
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Konvergente allgemeines Konzept

•

„
Raum " I - erstmals I = IR

÷ :
÷
;enger Pfeil ! Bnegriffe { • Punkt ä c- I

•
„ Netg

"
(ai ) ;# ≤ I ←

für euch reicht
es mit 7- = N

(Ri)
,:-<
→ ä

:<⇒ „ egal wie nah du den Zaun um Ü malst,
ab irgendwann sind alle ni da drin

"

⇔ V Umgebungen U von ä : Jio : Vize % : sei in U

T.abirgend-wawi7.io
*

÷⇔:"

÷:: :* -⇔ ⇒II.
:
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✗
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✗ ×

.

.

.

_

-

I

Bsp . Konvergente



Der besondere Fall : IR . . . ( ] - .

.
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a
a b

Centre → ä

⇔ VU der Form G- e
,
ätc) : IREN : Hk ≥ n : senf U

0

⇔ HE>O : In
◦
EN : Fk ≥ n : an C- (ä - E

,
ä + E) C-

0

⇔ HE > o : I-no.CN : Hk ≥ n : Ian - ä / < E ←

↑ ↑
°

DEI Gen )
" heißt konvergent gdw .

Jä ≤ d . an→ ä
.



Basic Fakten 7
1

Satz n )
"
monoton und nach oben Gesehn. ⇒ an→ sunpsln

Satt " "
→

" " unten " ⇒ an → inf an
n

Satz limjnf.nu = limsap an ⇔ Eda)
,
konv . und zwar

" ↑
auch .

an → limuup an

Salz an )
" erf . C- K ⇔ n )

"
konv

.

(aber gegen was
- der Satz schildert

dies nicht !)

an = a
f stetig✗

um
> f- fan )

✗
„
→ ä Ä" 8)→fait

d'un→ ä



|

>↳ too ⇒ zn→ too

-

⇒ 2-" = → 0

(d) ⇔ "
mit wn :-.

"

⇒ E
"

→ 20=1

NH

(HÄ ist monoton steigen ,
weil 2%1=2/2227%22

"

I %und nicht nach oben beschere
,

weil für REIR gilt 2$
"

≥ 2^2%3 rl
mit 72 für alle n>④

mit no
: -
- Flogflogzirtll

Darum dinergid.fi)" Gestemmt gegen + °

Wir kennen 22
"

≥ 2
"

,
also divergiert auch ( 22

"

)
"

best .

G- alle nfrv gegen
+ •



QYenommeng.HN=P
"

→ a für ein AEIR
D. h.VE > O : D- no EN : Hn ≥ no : Ian - a ) - E

insbes
. J-u.EDU : Hn≥ no : an Sat1

⊕

Setze RT : -- max ogzlogz ( 191+4] q no } EN
'

Dann wegen ⑧ gilt an < 91-1

25,015-5Per Koustr
, gilt an

= 22
"

≥ zzloqlogack.lt Tg
,
017=6✗= 191+4

> att
Widerspruch .

Darum erf. fan ) , das C- K nicht
,

also divergiert .



an = 2-
"

sink ) -1 ≤ sinf . ) ≤ +1

⇒ ;÷Fnz:-
→

°

⇒ an → 0 laut -3 - Krit .



Behan = 22
"

→ 1

Sei E > 0 .3ʳᵈ

ge no : = r-l-logz.at :P
⑧

Dann für alle n c- mit n ≥ Yo gilt
1- E < 1 = 20£ ZE

"

≤ 22%

¥ 1-1 Etz

Mon .
von

&
"
< 1 1- {

Rts 24-112LE.i.ir ii. "
/ |

d. h . He >o : ] not N :* ≥ nö /an-119 .


